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PREFAZIONE 



Comechè moltissimi siano i trattati di Aritmetica e di Algebra 
sì originali che tradotti, i quali vennero e vengono tuttora alla 
luce in Italia; nondimeno io non ho creduto fuori di proposito 
rendere di pubblica ragione questo mio lavoro che già da qualche 
tempo ho redatto ed ordinato. 

A ciò io fui indotto da due precipue ragioni, cioè: 
1° Perchè finora, per quanto è a mia notizia, non havvi tra 
noi alcun libro, nel quale sia raccolto insieme in modo facile ed 
elementare quanto è richiesto per rispondere a tutti i quesiti dei 
molteplici programmi per gli esami; di guisa che il giovane che 
vuol prepararsi a qualunque di questi esami, oltrecchè è costretto 
a consultare molti autori per soddisfare a tutte le esigenze, so- 
vente non trova alcun trattato, in cui questo o quell'altro quesito 
sia svolto in modo sufficiente ed adattato alla sua intelligenza. 

2° Perchè lo studente, che abbia subito anche lodevolmente 
gli esami di licenza liceale, per ordinario si trova ben poco pre- 
paralo a tener dietro alle lezioni di introduzione al calcolo del 
1° anno del Corso Universitario di Matematiche. 

Or questi complementi che offro al pubblico ovviano ai due 
accennati inconvenienti ; perchè il giovane che abbia notizia delle 
sole prime nozioni di algebra elementare è in grado di intendere 
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pienamente e farsi proprio quanto in questo libro si contiene, e 
quindi disporsi a qualunque esame di Algebra, e finalmente di 
comprendere facilmente e con frutto le nozioni di Algebra superiore 
che gli si danno all'Università. 

Però un altro intendimento io ebbi nel dare alla stampa questo 
libro; e si fu di dare agli studiosi alcune nozioni più ampie e 
meglio sviluppate di quelle si trovano per ordinario nei trattati, 
ed in modo speciale le dimostrazioni di alcuni teoremi generali 
di aritmetica e di algebra, e talune delle più importanti appli- 
cazioni dei medesimi. E tra queste mi sono esteso alquanto nella 
teorica delle frazioni decimali periodiche, nell'applicazione dei 
determinanti, nelle equazioni lineari simultanee e loro applicazioni, 
nell'analisi indeterminata di 1° e 2° grado, nella teoria ed appli- 
cazione dei logaritmi. Ho poi aggiunto qualche nozione intorno 
ad una specie di progressione di terzo ordine, che io ho chia- 
mato logaritmica, e la soluzione di tutti i problemi che si possono 
dare su tutte tre le specie di progressioni. 

Questo libro non ò totalmente parto del mio ingegno, ma quello 
che non è mio ho tratto da buoni autori. Quanto a quello che è 
del mio, ho fatto tulio il possibile perchè riescisse alcun che di 
buono, corretto e bene ordinalo. Vi sono riuscito? All'indulgente 
lettore la non ardua sentenza. 

Che se per avventura io avessi raggiunto, almeno in parte, il 
mio intento, sarebbe ciò per me la più bella ricompensa della 
non lieve fatica che mi costò questo mio libro, e mi varrebbe di 
eccitameli lo a continuare in un altro lavoro di cui pur fanno 
difclto le nostre scuole, e che avrei divisato di far seguire al 
presente; cioè i Complementi di Geometria e di Trigonometria 
rettilinea e sferica. 

Simeone Levi. 
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COMPLEMENTI 

DI ARITMETICA E DI ALGEBRA 



CAPITOLO I. 

SUI SISTEMI DI NUMERAZIONE. 

1. — I teoremi, le regole e le considerazioni che si hanno in 
aritmetica riguardo ai numeri si fondano implicitamente od espli- 
citamente su ciò che in uno stesso numero ti rapporto del valore 
relativo d'una cifra a quello d'una cifra eauale posta alla destra 
della prima è dieci. Questo numero dieci si chiama la base del 
sistema di numerazione decimale. Qualunque numero intiero eccetto 
l'unità si può prendere per base di un sistema di numerazione. 
Infatti sia n un numero intiero e siano 0, 1, % 3, .., >., le cifre 
che rappresentano gli n numeri consecutivi minori di n. Se noi 
ammettiamo, come nel sistema decimale, che il rapporto fra il 
valore relativo d'una cifra che occupa il posto k (cominciando da 
destra) e il valore assoluto della stessa cifra sia n* -1 : 

4° I numeri 40, 400, 4000, 40000,.... rappresentano rispet- 
tivamente w, n», n s , n*,.... unità; 

2° Supponendo che siano a, b, c, d,...> g, h, l le p cifre di 
un numero N scritto nel sistema ennesimale, cominciando dalla 
cifra dell'unità di ordine superiore, avrassi 

N = abcd....ghl=a, 4 O'-M-ft. 4 0>- 2 -K. 4 0*- 3 -4-d. 4 (^"H- -h g . 1 0' 

H-MO-K 

ricordandoci che 40=n. Dunque n è la base del sistema ennesi- 
male di numerazione in cui è scritto il numero N, e le cifre a, 
6, c, d,... sono comprese nelle n cifre diverse 0, i, % 8>..., \ j* 
del sistema. Con queste n cifre si può quindi scrivere un numero 
qualunque. 

Siano p. es. 0, \ , % 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, a, b le dodici cifre del 
sistema duodecimale in cui è scritto il numero 27a50268, sarà 

^lambS=^W^lA0^a.W^bA^^W^bA0^ t 

essendo 40 = dodici. 

Levi i 
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2. — Dietro ciò che si è detto é facile trasformare un numero 
scrino in un sistema di base n in un altro equivalente scritto nel 
sistema di base n\ Sia N il numero proposto: supponiamo il pro- 
blema risoluto; supponiamo cioè che si sinno trovate le p cifre 
a, 6, c, d,..., g, h, l del numero nel sistema di base n', dimodoché sia 

N=a.n' p ~ 1 -h&. n' p ~ 2 H-c.n' p ~ 3 -f-d. n' ? ~ 4 -+-. . . .-+-£. n'*+h. n'+l ; 
noi possiamo porre 
^n'ia.n'^+b.n'^+c.n'^+d. n' p ~ 5 +. . . +g. n'+h)+l=n'.q+l, 
q=ri(a. n' p ~ 3 -4-6. n'^-t-c. n' p ~ 5 +d. n' p ~V. . . . +g)+h=n'. q'+h , 
q'=n'(a.n' p - 4 +b. n'^+c. n'^+d. n^V. ■ ■ ■ )+0=n'. 



Quindi la cifra delle unità l è eguale al resto che si ottiene di- 
videndo N per n\ la cifra h delle n"" è eguale al resto che si ot- 
tiene dividendo il quoziente q per n\ ecc., e cosi di seguito si 
trovano tutte le cifre a, b, c,... di N. 

Si voglia p. es. convertire il numero 32717 scritto nel sistema 
decimale in un altro scritto nel sistema duodecimale; l'operazione 
si dispone nel modo seguente: 



32717 1 


12 








87 


2726 


12 






31 


32 


227 


12 




77 


8G 


107 


18 


12 


5 


2 


11 


6 


1 



Il terzo resto 11 Sistema decimale) è eguale a b (sistema duode- 
cimale; dunque 32717 (sist. dee.) = 16625 (sist. duodec). 

Risolviamo il problema inverso; l'operazione si dispone nello 
stesso modo, essendo a (sist. duodec.) uguale a 10 (sist. dee.): 

16625 



86 
72 
65 
7 



a 



la87 
28 
27 
1 



a 

'233 
73 
7 



a 



28 
2 



a 



il risultato è appunto 32717. 

Queste ultime divisioni però in un sistema di numerazione di- 
verso dal decimale, in cui si è abituati ad eseguire ogni opera- 
zione, possono imbarazzare alcun poco i principianti, quindi espor- 
remo pel secondo problema un'altra redola di soluzione, la quale 
consiste nello scomporre il numero 16625 nelle sue parti di di- 
verso ordine. Noi abbiamo 

16625 (sist. duod.) =5-h2.l2-M1.12 , -4-6.12M-12 4 (sist. dee.) 

==5+24-M 584 -hi 0368-+-20736 (sist. dee). 

Onde 16625 (sist. duod.) = 32717 (sist. dee). Questa regola si può 
applicare anche al primo problema; difalti abbiamo 
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32717(sist. dec.)= 7 + a 4- la* 4- 2a» 4- 3a 4 ( sist. duod. ) 

=74-a4-4a4+1 1 a8-M 5440=1 6625 (sist. duod. ). 

Ma qui abbiamo ad eseguire moltiplicazioni ed addizioni in un 
sistema diverso dal decimale, quindi i principianti possono appli- 
care il primo metodo. 

3. — Le regole delle operazioni deipari! melica sono le stesse, 
qualunque sia la base di numerazione, con leggerissime modificazioni 
inerenti a ciascuna base: quindi si potrebbe fare un trattato di 
aritmetica in cui le operazioni fossero eseguite in un sistema qua- 
lunque di numerazione. — Ci limiteremo ad esporre praticamente le 
regole delle quattro prime operazioni, senza dimostrarle, essendo 
ciò facilissimo a fare in seguito a quello che abbiamo detto. 

Assumeremo il sistema duodecimale, e le lettere a, b rappre- 
senteranno i numeri dieci ed undici del sistema decimale. 

Addizione. — Si debbano sommare insieme i numeri 37a263, 
925602, 36278a, 9«856; dispongo i numeri in colonna e dico: 

34-2=5, 5H-rt=13, 134-6=22, scrivo 2 e riporto 2; 
37a263 24-6=11, 114-8=19, 19+5=22, scrivo 2 e riporlo 2; 

2 +2=4, 4+6=13, 134-7=1 a, la4-8=26, scrivo 6 
ofa^o e riporto 2; 

36278a 24-a=10, 104-5=15, 15+2=17, 174^=25, scrivo 

9^856 5 e riporto 2; 

— — 24-7=9, 9-1-2=6, 6+6=1 a, 1a4-9=27, scrivo 7 e 
1o7o622 riporlo 2; 

24-3=5, 54-9=12, 124-3=15, scrivo 15: 

la somma cercata è 1575622. 

Sottrazione. — ì° caso. — Si debba sottrarre dal numero 876a35 
il numero 539602. Le cifre del minuendo essendo tutte maggiori 
delle cifre dello stesso ordine del sottraendo, la sottrazione non 
presenta alcuna difficoltà, poiché non v'ha differenza alcuna fra 
essa e quella del sistema decimale, e si ottiene subito: 

876o35-530602=342433. 

T caso. — - Dallo stesso numero 876a35 si debba sottrarre il nu- 
876a35 mero 59867a. Dispongo i due numeri nel modo ordi- 
59867a nario e dico: a da 5 non si può sottrarre, aggiungo 
9 \ 7 10 alla cifra 5 del minuendo e accresco di un'unità la 

lalaii c jf ra 7 ( ] e | sottraendo, allora 15— a=7, scrivo 7; 8 da 
3 non si può sottrarre, aggiungo 10 a 3 e accresco d'un'unità la 
cifra 6 del sottraendo, 13—8=7, scrivo 7; 64-1=10 da a non si 

?uò sottrarre, aggiungo 10 ad a e accresco d'un'unità la cifra 8, 
a— 10=a, scrivo a; 6—9=2, scrivo 2; 17— 9=a, scrivo a; 
8—6=2, scrivo 2; dunque 876a35— 59867a=2a2a77. 

Moltiplicazione. — Si debba moltiplicare il numero 725a368 
per 7. 

_ . 7x8=48, scrivo 8 e riporto 4 ; 7x6=65, 654-4=69, 
/25a368 scrivo 9 e riporto 6; 7x3=19, 194-6=23, scrivo 3 e 

Z riporto 2; 7xa=5a, 5a+2=60, scrivo 0 c riporto 6; 

42550398 7x5=26, 26+6=35, scrivo 5 e riporlo 3; 7x2=12, 
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1-2+3=15, scrivo 5 e riporto 1 ; 7x7=41, 41+1=42, scrivo 42. 
Il prodotto cercalo è 42550398. 

Ora è facile lo spiegare il seguente tipo della moltiplicazione di 
due numeri qualunque 

278a56 
369 

1697o53 
2511751 
762759 

i a6369063 

Divisione. — Si abbia a dividere il numero 587a346 per 9: 



587a346 |_9 

57 | 776586 
Aa 
43 
64 
46 
5 



9 nel 58 7 volte (scrivo 7 al quoziente) per 53 

col resto 5; 
9 nel 57 7 volte (scrivo 7) per 53 col resto 4 ; 
9 nel Aa 6 volte (scrivo 6) per 46 col resto 4; 
9 nel 43 5 volte (scrivo 5) per 39 col resto 6 ; 
9 nel 64 8 volte (scrivo 8) per 60 col resto 4; 
9 nel 46 6 volte (scrivo 6) per 46 col resto 5; 

Dunque 587a346=9.776586+5. 

La divisione d'un numero di più cifre per un numero di più cifre 
non presenta guari maggiori difficoltà; ne daremo qui un esempio: 

587a346 I 9a6 



4656 | 6617 Dunque 587a346=9a6. 661 7-1-61 6. 

9243 
9101 

1424 
9a6 

"6356 
5945 

"616 

Aggiungiamo qui per comodo dei principianti una tavola pilta- 
gorica nel sistema duodecimale: 



1 


1 2 


3|4|5|0|7|8|9|a|6|10 


2 


i 


fi | 8 | a [10 | 12 | 14 | 16 | 18 | la J 20 


"3~ 




9 | 10 | 13 | 16 i 19 i 20 | 23 j 26 | 29 | 30 


4 


IT 


| 10 ! 14 | 18 | 20 | 2i | 28 | 30 | 34 | 38 [ 40 


5 


a 


13 | 18 | 21 | 26 | 26 | 34 | 39 | 42 | 47 | 50 


6 


IO 


16 | 20 | 26 | 30 | 36 | 40 | 46 | bO | 56 ! 60 


7 


12 


19|2i|26|36|41 | 48 | 53 | Sa | 65 j 70 


8 


14 


20 | 28 | 34 | 40 | 48 | 54 | 60 | 68 | 74 | 80 


9 


16 


23 | 30 ! 39 | 46 | 53 | 60 [ 69 | 76 | 83 | 90 


a 


18 


26 | 34 j 42 50 | 5a ! 68 ; 76 | 84 I 92 | aO 




1 *a 


| 29 | 38 | 47 i 56 | 65 | 74 | 83 [ 92 | al j 60 


|10 


20 | 30 j 40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90 | aO | 60 |100 
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4. — Ove non fosse universalmente in uso il sistema decimale, 
il sistema duodecimale sarebbe forse il migliore che si potesse 
adottare per la sua semplicità e per il numero dei fattori della base. 
La teoria della divisibilità dei numeri riceverebbe un grande aiuto 
da quest'ultima proprietà. Infatti la considerazione delrultima cifra 
ci basterebbe per riconoscere la divisibilità per 2, 3, 4, 6, 8, 10 
(sist. duod.); la considerazione delle due ultime cifre ci basterebbe 

E riconoscere la divisibilità per 9, 14, 16, 20, 30, 40, 60, 100 
t. duod.), ossia per 9, 16, 18, 24, 36, 48, 72, 144 (sist. decim.). 
terebbe trovare la somma delle cifre di un numero per rico- 
noscere se esso fosse divisibile per b (11 nel sist decim.), e la 
differenza fra la somma delle cifre di posto impari e quella delle 
cifre di posto pari ci fornirebbe il criterio per riconoscere se il 
numero fosse aivisibile per 11 (13 nel sist. decim.). Maggiore sa- 
rebbe il numero dei casi in cui una frazione ordinaria si potrebbe 
ridurre in frazione decimale finita. L'aver il dodici più fattori che 
non il dieci è la ragione per cui esso entrava come base primaria 
in tutti quasi i sistemi metrici del globo, prima che fosse intro- 
dotto il sistema metrico decimale. Ma perchè, mi si domanderà, 
il sistema metrico decimale ha detronizzato gli altri sistemi metrici 
in Francia, in Italia, nel Belgio, nella Spagna, nell'Olanda, ecc.? 
Astrazione fatta dalla causa politica delie vittorie di Napoleone I, 
è presto trovata anche la ragione matematica. Negli antichi sistemi 
metrici dei suddetti paesi, il rapporto fra un'unità di grandezza 
qualunque e l'unità d'ordine superiore non era sempre dodici per 
tutte le specie di misura, ma talora un suo multiplo, talora un 
suo sottomultiplo, e talfiata nè l'uno nè l'altro: di più, eccettuato 
il sistema piemontese, non v'era alcuna semplice relazione fra le 
unità delle diverse misure d'uno stesso sistema locale. Per esempio 
in Piemonte tutte le unità delle diverse misure di superficie, di 
volume, di capacità, di peso si ricavavano dall'unità lineare piede; 
in modo che l'unità agraria era la tavola, cioè un quadrato di 
lato lungo 12 piedi, l'unità di volume il cubo di lato lungo 6 piedi, 
l'unità di peso F oncia che era la 163* parte del peso d'un cubo 
d'acqua di lato lungo | del piede, l'unità di capacità pei liquidi 
la brenta, determinala in modo che una brenta d'acqua pesasse 
1604 oncie. Ma una relazione così semplice non esisteva fra le 
misure piede, arpent, sètter, libbra della Francia, ecc. — Quindi 
questi difetti di uniformità nelle suddivisioni, di regolarità nelle 
denominazioni e di semplicità nelle relazioni fra le unità di specie 
diverse, non trovandosi nel sistema decimale, questo è più facile 
a ritener a memoria ed a trattare, e quindi fu preferito agli antichi. 

5. — Si chiama numero complesso un numero che esprima una 
grandezza per mezzo di diverse unità, come, p. es.: 5 rubbi, 8 
libbre, 5 oncie e 7 ottavi; 27 cUUo « rammi , 25« raBMnl , 8 mill, « ^a,,,,a, . Si chiama 
invece incomplesso un numero che esprima una grandezza per 
mezzo d'un' unità sola, per es. 37' l,0,,,r, , / 584. Esporremo in brevi 
termini la teoria della conversione d'un numero complesso in uno 
incomplesso e di questo in quello. 

Siano quattro unità a, b, c, d della stessa specie di grandezza, 
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di ordine diverso, e tali che 1 unità a valga m unità b, che 
1 unilà b valga n unità c, che 1 unilà c valga p unità d, e si abbia 
il numero complesso AW, B<*\ C< r \ che equivale alla somma 
di A unità a, di D unità b, di C unilà c e di D unilà d. — Possiamo 
anzitutto indurre il numero complesso in un numero incomplesso 
di unità d. Infatti \ w =(\. m) (bJ =:(A.m.ny c) =:S.m.n.p mula d, 
B^=(B.n) r<y =B.w.^ unità d, C (c) =C.p unilà d. Dunque 

yo t b«, D^=Amw/)+Bn/>+CjM-D unilà d: (1) 

cioè 

A» B<% Ù e \ D^==[(Am+B)n+C]p+D unilà d. (2) 

Dalle due formole (1), (2) ricaviamo due regole per ridurre un 
numero complesso in un numero incomplesso dell ultima unilà: 

i a regola. — Moltiplichiamo i numeri delle diverse unità, co- 
minciando dalla inferiore, rispettivamente per 4, p, pn, pnm,...., 
e quindi sommiamo i prodotti. 

2* regola. — Moltiplichiamo il numero delle unilà d'ordine 
superiore per m ed aggiungiamo al prodotto il secondo numero, 
moltiplichiamo il risultato per n ed aggiungiamo al prodotto il 
terzo numero, e cosi di seguito, l'ultimo risultato ottenuto sarà il 
numero cercalo. 

Peres., si abbia il numero N=38 robw , 17 libbr % 8 00Cle , 5 0lUf \ 2 d ' Mr ': 
nel nostro caso m=25, n=12, p=S, q=S, quindi applicando la 
V regola abbiamo N=2+5. 3 + 8. 3. 8 + 4 7.3.S.42+ 38.3. 8. 4 2. 25, 
cioè N=278705 denari; colla 2* regola abbiamo 

N = ( [(38. 25+4 7)1 2-4-8] 8+5) 3+2= ( [967. 4 2+8] 8+5) 3+2 
= (1 1 61 2. 8+5 ) 3+2=9290 1.3+12, 

cioè N=278705 denari. 

Se noi vogliamo ridurre il numero complesso in una frazione del* 
l'unità d'ordine superiore, ci basta osservare che 4 unilà d vale 
mnp unità a, quindi 

A« B* 0* D^A*»P+Bitp+CH-P Oria fl . 

mnp 

Per esempio: 

88^,17^, a^,5^2<^=J^ g =?5^ di rubbo. 

M 

Si abbia ora una frazione di unilà a, e si voglia ridurre 

questa frazione in un numero complesso di unilà a, b, c, d, 

Sia M>N; divido M per N, sia Q il quoziente ed R il resto, avrò 

«r —Qw-f--^. , ma =-jf- • Sia Rw>N; divido Rm per 

N, ottengo un quoziente Q' ed un resto R', e sarà 

M M TV® 
41 -nw 0'^+—- 
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R /rt > R'n CeJ 

ma ^ = ~jf Sia R' n > N ; divido R'n per N, ottengo un quo- 
ziente Q !f ed un resto R", e quindi sarà 

e cosi di seguito. 

27834 

Per esempio si debba ridurre la frazione Q>m - di rubbo in 



una cifra all'altra: 
egli è perciò che 
abbiamo aggiunta 



numero complesso di nibbi, libbre, oncie ed ottavi; l'operazione 
si dispone nel modo seguente: 

278:34 986 E g !i è facile a ri- 

8114 -ggrubti 5u*. 8 onc go». . ino di u conoscere che i nu- 

2-2^ ' 986 meri complessi non 

fn— 25 sono che numeri 

565q ■ scritti in un sistema 

72Q di numerazione a 

n== ^2 base variabile da 

"8640" 
752 

P ~zz %. questa teoria in ap- 

6016 pendice a quella dei 

100 sistemi di numera- 

zione. Noi però nel corso di questi complementi adotteremo sempre 
la numerazione decimale quando faremo applicazioni numeriche. 

6. — Problema. — Si scriva la serie naturale dei numeri, 
senza separare l'uno dall'altro, da 1 sino ad n. Quante cifre ha 
il numero che risulta? 

Se « = 10 — 1 = 9, il numero delle cifre è evidentemente 9; se 
n=10*— 1=99, il numero C delle cifre è C=9+2.90, ossia 

C=1 0— 1+2 [1 0 f — 1 -(1 0— 1 )] =(1 0— 1 )(i+2. 1 0). 

Se n=10 s — 1=999, sarà 0 = 9 + 2.90 + 3.900, ossia 

C = (10 - 1 ) (1 + 2. 1 0 ) +- 3 [1 0 3 — 1 — (1 0«— 1 )] , 

ossia C=(10— 1) (1+2. 10+3. 10'); in generale se n=10>— 1, il 
numero C delle cifre sarà dato dalla formola 

C=(l0— 1) (1+2.10+3.10'+ +/>.10'- 1 ). (A) 

Se n è qualunque esso sarà compreso fra due potenze di 10, 10* 
e e possiamo scrivere n=(10 p — 1) + [n — (10* — 1)]. La 4' 
parte 10*— 1 ci dà un numero di cifre espresso dalla formola (A), 
la 2* parte n— (10 p — 1) esprime quanti numeri sono in n di p+1 
cifre: dunque chiamato C il numero totale delle cifre sarà 

C=(1 0-1 ) (1 +2. 1 0+3. 1 0'+ ..+/>. 1 (MhH* - 0 0>-l )] (p+1 ) (B) 
Per esempio se n=549 sarà p=2, quindi essendo 

n = 549 =99+450=1 0'-1 +450, 
sarà C'=(l 0— 1 ) (1 +2 . 1 0 )+450. 3=9. 2 1 +450. 3=1 539. 
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Problema reciproco. — Scritti t numeri naturali nel modo 
suaccennato, determinare la cifra m\ 
La forinola (B) si può scrivere nel modo seguente: 

C'=9+2. 90+3. 900+4. 9000+.. +p.9.10"- 1 +[n-(l 0>-1)](p+l) (B'). 

Il numero m sia compreso tra la somma S dei primi p termini 
e quella dei primi p-ht termini del 2° membro dell'eguaglianza 

precedente, sarà m=S+[n— (10*— l)](p+1), donde n=^-— r+10 p — 1. 

m—— S • 
Se j | è un numero intiero, l'ultima cifra di n sarà la cifra 

cercata; se la divisione di m — S per /H-l dà per resto r e per 
quoziente q, la r ma cifra del numero immediatamente superiore a 
q+ity—i sarà la cercata. 

Per esempio: 1° Sia wi=1539; il numero 1539 è compreso fra 
9-4-2.90=1 &9 e 9+2. 90-4-3. 900=2889, dunque S = 189, p = 2, 

quindi n= i5S9 ~ 189 +10'-1 =4504-99=549, Ym° cifra è 9. 

2° Sia m =1 541 , sarà r=2, p=2, g-hlO p — 1=549, il numero 
immediatamente superiore è 550 di cui la 2 a cifra è 5, questa è 
la cifra cercala. 

Sia ancora m=779437; questo numero è compreso fra9-h2.90 
+3.900+4.9000+5.90000-488889 e 488889+6.300000=5888889, 

dunque S=488889, j>=5, quindi n = 779437 ~ 488889 + 99999, 

onde 7=15091, r=2. Ora 15091+99999=115090, il numero im- 
mediatamente superiore è 115091, di cui la 2* cifra è 1, dunque 
1 è la 779437'" cifra cercata. 

Teorema. — Il numero rappresentato dalla formola (A) ha per 
ultima cifra un 9 preceduto da p — 1 8, e questi ultimi sono pre- 
ceduti dal numero p — 1. 

Infatti la formola (A) si può scrivere nel seguente modo: 

c \p.1 0'-Kj> - 1 )• 1 fr-'+ip-V). 1 0'~*-h -+2. 1 0'+- 1 . 1 0 

~\ - p.10'- 1 -(p-l).lO'-*— -3.10'-~2.10-1, 

ossia 

I — p.iO"- 1 — (p - 1) «r-*-...-3.Mf' -2.10 -I, 
ossia ancora 

( -p.10?" 1 - (p-l).10P- s -...-3.i0 2 -2.10 -1, 
donde 

C=(p-l)l(^+(9-l)10^ 1 +(9-l)10^"V....+(0-l)IO , +(9-*)10-h(10~l) > 

ossia 

(>=(p-l)10P+8.1O^- 1 - r 8.1()^-H8.1O' > - 3 +....-f8.10 , +8.10-|-Ì) > 

donde finalmente C=(p-i)8888 889. Ciò che dovevasi dimostrare. 

Altra dimostrazione. — La formola (A) si può scrivere ancora 
nel modo seguente: 
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II+IO-MO'-HOM- -HO»- 1 

+1 O-H O l +l 0 3 + +1 0"- 1 

+10'+10 3 + 4-1 Op- 1 

C=(10— 1)/ +10 3 + +10»-* 



lO^+lO?- 1 
+10>>- 1 . 

Onde, applicando la teoria delle progressioni per quoziente (vedi 
Capitolo XXVII), 



+1U irr=i + io— ij' 



ossia 

C=l 0'— 1 -4-1 0(1 O^ 1 — 1 )+l 0 2 (1 (V- 2 — 1 )+ 

+1 0^ 2 (1 0'— 1 )+l Qr- l (i 0-1 ), 

donde C=]).10>— (1+10+10*+10 3 + +10'- 2 +10'- 1 )...., (B") 

ossia 

c= ( pOOOO 00 (p seguito da p zeri) 

1—1111 11 (numero formato da p unità), 

donde C=(p-i)8888 89. Oppure dalla (B"): 

r—\ ti>— 1 ) 1 0"+ (1 0- 1 )1 O'-^+rt 0—1 )1 0>-*+. ..-+-(10-1)10+10 
u_ ì — LIO"" 1 — LIO'" 2 — —1.10-1, 

donde C={p-i)8888....89. Ciò che dovevasi dimostrare. 



CAPITOLO II. 

SULLE QUATTRO PRIME OPERAZIONI. 

7. Prove dell'addizione. — Alcune delle molte prove dell'ad- 
dizione date nei trattali, non sono altro in realtà che diversi modi di 
fare l'addizione stessa, i quali modi dovendo tutti condurre allo stesso 
risultato, cioè alla stessa somma, l'applicazione di uno di essi può 
servire di prova all'applicazione di un altro. Le suddette prove non 
introducono nel calcolo la somma trovata che in un semplice con- 
fronto finale: ne diamo qui alcune senza aggiungere veruna spie- 
gazione, parendoci questo affatto inutile. 



Operazione 

78583 
27532 
38275 

144390 



i' prova 

27532 
78583 
38275 

144390 



2* prova 
7-4-2+3=12 

8+7+8= 23 
5+5+2= 12 
8+3+7= 18 

3+2+5= 10 

144395 



♦ 
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40 



78583= 80000-1417 

2753-2= 30000—5408 
38275= 40000-1735 

1443130=150000-5010 



3* prova 



150000 
—5610 



Altre prove però introducono nel calcolo la somma ottenuta, e 
questa è adoperata per trovare una delle parti della somma. Cosi 
nel caso precedente se dalla somma trovala sollraggliiamo succes- 
sivamente due dei tre numeri sommali, dobbiamo trovare per ri- 
sultato il terzo numero; e se sollrajrghiamo dalla somma tulle le 
parti dei numeri dati, dobbiamo ottenere per risultato 0. Quindi 
abbiamo ancora le seguenti due prove dell'operazione precedente : 



4r* prova 



144390 

—38275 3° numero 



144300 



5' prova 



— (7+2+3)=— 12 
-(8+7+8)=- 



24390 
23 



106115 

—27532 2° numero 
78583 1° numero 



78583 
27532 
38275 



Somma 144300 
Prova 21110 



1390 

—(5+5+2)= — 12 

190 

—(8+3+7)= — 18_ 

10 

-(3+2+5)= - 10 

8. — Complemento aritmetico. — Il complemento aritmetico 
d'un numero rispetto ad una potenza di 10 è la differenza tra la 
potenza ed il numero; infiniti perciò sono i complementi aritme- 
tici d'uno stesso numero ; tuttavia quando il numero è isolato, pel 
complemento aritmetico del numero s'intende la differenza tra la 
potenza di 10 immediatamente superiore al numero e il numero 
slesso. Quindi il complemento arilmelico di 42, che si rappresenta 
col simbolo cowp/.42, sarà 100 — 42=58; il complemento aritmetico 
di 42 rispetto a 1000 sarà 1000 — 42=958. Il complemento aritme- 
tico d'un numero rispetto ad una potenza 10" di 10 si trova sot- 
traendo da 9 tutte le cifre del numero, meno l'ultima a destra che 
si sottrae da 10, e anteponendo al numero che r isulla tanti 9 quante 
unità sono nella differenza tra n ed il numero delle cifre del nu- 
mero proposto. Cosi: 

compi al 100000 di 42=99958; compi, al 1000000 di 728=999272. 

Il complemento arilmelico si usa per sosliluire un'addizione ad una 
sottrazione, e per semplificare il calcolo dei polinomii numerici. 
Sia p. es. da sottrarre 58785 da 89738; chiamiamo d la diffe- 
renza che si cerca; sarà 

d=89738-58785=89738+10 5 -58785-10°, 

ossia 

d=89738+comp/. 58785-1 
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ossia ancora 

cf=89738-h 41 -215-1 00000=1 30953-1 00000=30953 ; 

cioè: per sottrarre un numero da un altro si aggiunge al secondo 
il complemento aritmetico del primo rispetto all' unità decimale 
immediatamente superiore al maggiore dei due numeri, quindi 
dalla somma si toglie questa stessa unità decimale. 
Si voglia ora calcolare il polinomio 

P=27378-5253+2787-31329-29-h75732. 

27378 Dei numeri preceduti dal segno — 
IO 5 — 5253= 94747 prendo i complementi rispetto a 10*, 
2787 sommo questi complementi coi numeri 
IO 5 — 31329= 68671 preceduti dal segno 4-, e dalla somma 
IO 5 — 29z= 99971 tolgo tante unità decimali rispetto a cui 
75732 si sono presi i complementi , quanti 
309286 sono questi complementi; il risultalo 
3 " sarà il valore domandalo di P. 

— p QC) g fi p L'operazione si dispone come qui di 

t. f ianco> 

9. — Moltiplicazione. — Teorema. — Un prodotto di più nu- 
meri intieri non cambia qualunque sia l'ordine in cui si molti- 
plicano fra di loro. 

Siano a, b, c, g, k, l, m i numeri dati, e P il loro pro- 
dotto, di modo che si abbia P=a.b.c.d...g.k.l.m. Comincio a dimo- 
strare che il prodotto non cangia se permuto i due ultimi fattori, 



somma di l numeri eguali a pni y ossia plm=pml. Applicando lo 
stesso ragionamento avremo successivamente: 

P=zabc...gklm, P—abc.gkml, P—abc...gmkl, P=abc...mgkl f ...; 

cioè il fattore m può prendere un posto qualunque senza che P 

cangi di valore. Se prendo il prodollo P—abc gkml dimostro 

nello slesso modo che il fallore / può prendere un posto qualunque, 
e nello stesso modo dimostro che un fattore qualunque può mutare 
come si vuole di poslo senza che cangi il valore di P. 

Corollario 1° — Se si hanno due numeri m ed n, e se 
n=a6c A, avremo 

m. n=m. abe k—abe k. m=abc km ; 

cioè: pei' moltiplicare un numero per il prodotto di più altri numeri 
basta moltiplicare fra di loro il numero dato ed i fattori del pro> 
dotto dato. 

Corollario 2°— Sia m=aòc. . . A, m'=a'& V. . .A', m lf =a' f b ,/ c fl . ..A", 
avremo 

m. m'.m"=abc. .... k.a'b'c' k'. a' W k" 

: ka'b'd *Wc" A"; 
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cioè: per moltiplicare fra di loro dei prodotti di diversi fattori 
basta moltiplicare fra di loro i fattori dei diversi prodotti. 
Corollario 3° — Noi abbiamo ancora 

m.m'.m" = aa'a"bb f b"cc f c"...kk f k»; 

quindi se a-=a' — a", b — b'= b", c=c'=c",... , k — k'~k n y . 
sarà m=m'=m"; e quindi (abc...ky=m'=za i b'c*...k'\ cioè: per 
innalzare ad una potenza un prodotto di più fattori basta in- 
nalzare alla stessa potenza i fattori del prodotto dato. 

40. — Teorema. — Il numero delle cifre d'un prodotto di due 
fattori non può esser maggiore della somma dei numeri delle cifre 
dei due fattori, nè minore di questa somma diminuita di i. 

Siano N, N' i due fattori, il 4° di n cifre, il 2° di n f cifre, sarà 
N'<40" e N^IO"- 1 , e quindi NN'<N.40", NN^N.40"- 1 . Ora 
N.40" ha necessariamente n+n' cifre, ed N.40"- 1 ha necessaria- 
mente fH-n' — 1 cifre, dunque il prodotto NN' è compreso fra due 
numeri, l'uno di *H-n' cifre, l'altro di n-hn'— 4 cifre, perciò questo 
prodotto non può avere un numero di cifre maggiore di » + 
nè minore di n-Hi' — 1. 

Corollario 1° — Questo teorema si può generalizzare esten- 
dendolo al prodotto di un numero qualunque di fattori. Siano P 
il prodotto degli m fattori N„ N», N 3 ,..., N„, aventi rispettivamente 

n', »", fi'",.», * w cifre; sarà N f <40" , N 3 <40" N^IO^, 

e N f >40»'-->, N 3 >40" N^iO^- 1 , quindi 

N l .N a N 3 ...N w =P<N t .10« '"+•* '+ ~+« < " ) f P>N,.10" "+«' +...W*>-(—i); 

dunque il numero delle cifre del prodotto P sarà compreso tra i 
due numeri 

n'-f- n'q- !•"'+ 4-nW e n'-h n"+ n"'+ -+- »M— (ro —1 ) . 

Corollario 2° — Se supponiamo Ni=N t =N,= =N*=:N, 

sarà 7i f =n"=n' rf = =n' m )=n, e P=N W , quindi 

n'+n tf -\-n' ,, ~+- -Hi*»fc=m»; 

dunque la potenza m e,lma di un numero di n cifre ha un numero 
di cifre compreso fra i due numeri mn e mn—(m — 4). 

44. — Si presentano talvolta alcuni casi particolari di moltipli- 
cazione, nei quali si possono risparmiare diversi prodotti parziali : 
cosi essendo 25 la quarta parte di 400, si ottiene il prodotto d'un 
numero per 25 aggiungendo al numero due zeri e dividendo quindi 
il risultato per 4; ed essendo 425 l'ottava parte di 4000, per mol- 
tiplicare un numero per 425 si può dividere per 8 il numero dato 
seguilo da tre zeri. Se uno dei due fattori si può scomporre in 

rippi che siano multipli semplici l'uno dell' altro, oppure d' uno 
essi , il numero dei prodotti parziali può ecsere diminuito : un 
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esempio farà conoscere il procedimento a seguire meglio di qua- 

or,onr lunque regola gene- 

8/8 '5 ra ie. Si debba tro- 

5467218 vare [\ prodotto di 

Prodotto per 6 227250 37875 per 5467218; 

)> 18 681750—227250.3 1' operazione si dis- 

ì 72 2727000... =681 750. 4 pone come qui di 

» 54.. .2045250 =681750.3 fianco. Il numero 

207070881750 5467218 si è scom- 

posto nelle quattro 

parti 60000, 18 , 7200 , 5400000. Ora dopo aver trovato che 
37875.60000 = 227250 unità decimali di 5° ordine, osservo che 
37875.18=37875.6.3, ossia 37875.18=227250.3=681750; si ha 
poi 37875. 7200=37875.18.4.100=681 750.4unità di 3° ordine, ossia 
37875.7200=2727000 unità di 3° ordine. Finalmente 

37875. 5400000=37875. 18.3.1 0 S =681 750. 3=2045250 

unità di 6° ordine. Scritti dunque questi quattro prodotti parziali 
in modo che le unità dello stesso ordine siano nella stessa colonna, 
li sommo, e il risultato è il prodotto cercato. Il 3° prodotto par- 
ziale si potrebbe pure ottenere col moltiplicare il 1° prodotto per 
12, ed il 4° si potrebbe ottenere col moltiplicare il 1° per 9. 

Avvi ancora un altro processo più generale che permette di fare 
una moltip licazi one senza alcun prodotto parziale. Si abbia un nu- 
mero N=afecd«=e-M.10H-c.lO'-|-6.10 3 -ha.l0 4 , il quale si debba 
moltiplicare per un altro numero 

N'=WdV=c'-MM 0+c'. 1 0M-6'. 1 0M-a'. 1 0 4 . 

Si ha 

NNHe+rf.l0+c.l0 8 +6.10 3 H-a.l0 4 )(^+^.10+c'.10 , +6 / .10 s +aM0 4 ). 

Eseguiamo la moltiplicazione dei due polinomi, ed ordiniamo ri- 
spetto alle potenze crescenti di 10, otterremo : 

-r-ieb'+dc'+d'c-r-e'fyì W^ea^b'^c'+d'Ma)^. 

Il 2° membro ci fornisce subito le cifre delle unità, decine, cen- 
tinaia.... Per esempio — Si debba moltiplicare il numero 347 per 
523; dico: 3 per 7 21, scrivo 1 e riporto 2; 3 per 4 12, 2 per 
7 14, 12 e 14 26, più 2 di riporto 28, scrivo 8 e riporto 2; 5 
per 7 35, 2 per 4 8, 35 e 8 43, 3 per 3 9, e 43 52 e 2 (riporto) 
54, scrivo 4 e riporto 5; 5 per 4 20, 2 per 3 6, e 20 26, e 5 
(riporto) 31, scrivo 1 e riporto 3; 5 per 3 15, e 3 (riporto) 18, 
scrivo 18; il prodotto cercato è 181481. 

12. — Divisione. — Teorema. — La somma del resto d'una 
divisione e della differenza fra il dividendo ed il multiplo imme- 
diatamente superiore del divisore è egtiale al divisore. 
■ Siano due numeri a, 6, dei quali il primo diviso pel secondo dia 
un quoziente 7 ed un resto r, avremo a=6gH-r (a). 
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Sia t* la differenza tra b(q+i) ed a, sarà 

a—b(q-\-\)—r', ossia a=bq-hb — r f (p). 

Sostituendo nella (a) ad a il valore (/?), olleriiamo bq+r=bq-\-b — r 7 , 
donde ò=r-hr'. Ciò che dovevasi dimostrare. 

13. — Teorema. — Per dividere un numero per un prodotto di più 
fattori basta dividere il numero per uno dei fattori, e quindi il 
quoziente per un altro fattore, ed jl nuovo quoziente per un terzo 
fattore, e cosi di seguito; l'ultimo quoziente è il quoziente cercato. 

Sia a il dividendo e b il divisore, e sia 6=aj?y: distingueremo 
due casi. 

i° caso. — Tulle le divisioni si fanno esattamente. Sia q il quo- 
ziente della divisione di a per 6, sarà a—bq, cioè a=*fiyq. Da 
questa eguaglianza si deducono le seguenti: 

a 

a a 
a n a 3 a 

2° caso. — Le divisioni non si fanno esattamente. Sia q il quo- 
ziente ed r il resto della divisione di a per b; sia poi x il quo- 
ziente, p il resto della divisione di a per a; x 1 il quoziente, p' il 
resto della divisone di x per J3 ; x" il quoziente, il resto della 
divisione di x' per y; avremo evidentemente 

a=bq-\-r—x8yq-hr y a—xx-hp, x=fix'-k-$', x'=yx Jf -^p' f . 

Sostituiamo nel valore di x ad x' il suo valore ricavato dall'ultima 
eguaglianza, e quindi sostituiamo il valore che risulta di x nel va- 
lore di a, avremo: 

j x^P(yx'^)^'z=zpyx^f^\ 

I o=a(i? 7 x'^p' / -hp , )-l-p=a^''-l-ai3? // -+^p'-h? (A) 



Ma i più grandi valori che ' possono avere p, p', p" sono rispetti- 
vamente a — 1, — 1, 7—1, quindi il maggior valore che può avere 
la quantità afo''-|-ap'-+-p è aJ3(y— 1)-Hx(jì— 1)H-(a— 1)=aj3y— 1, 
sarà quindi «jV^p'-hp^jfy. Ora dalla (A) ricaviamo 

e siccome la frazione che è nel 2° membro di questa eguaglianza 
è propria, il quoziente cercato sarà x' 1 ed il resto a/?p"H-ap-+-p. 
C. c. d. d. 

14. — Teorema. — Il numero delle cifre d'un quoziente è eguale 
alla differenza fra il numero delle cifre del dividendo e quello 
delle cifre del divisore, oppure è eguale a questa differenza au- 
mentata di 1. 

Infatti l'ultima cifra del primo dividendo parziale e la prima cifra 
del quoziente rappresentano unità dello stesso ordine, quindi esse 
saranno seguile da uno slesso numero di cifre. Sia n il numero 
delle cifre del dividendo, n' quello delle cifre del divisore; il primo 
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dividendo parziale ha almeno nf cifre e tutto al più n'-M, quindi 
l'ultima sua cifra sarà seguila tutt'al più da n— n' cifre e almeno 
da n— (n'-M) cifre, ossia almeno da n—n f —\ cifre, e quindi le 
cifre del quoziente saranno 

al più n — n'H-4, e almeno n—n'—\-^-\=n — n f . 

15. — Vi sono alcuni casi in cui la divisione si opera facilissi- 
mamente senza dividendi parziali; ne accenneremo alcuni: 

1° Per dividere un numero per 5, 25, 125 si moltiplica il 
numero rispeitivamenle per 2, 4, 8; e i risultati si dividono rispet- 
tivamente per 10, 100, 1000 (per quest'ultima divisione vedi fra- 
zioni decimali). 

2° La divisione di un numero per 9, 99, 999 e in gene- 
rale per 10" — 1 si eseguisce con una sola sottrazione quando la 
divisione è possibile esattamente. Sia N il numero che si vuol di- 
videre per 10" — 1, e sia r il quoziente cercato; noi abbiamo 

N = (10«— 1)r=r.10* — r, donde r=r. 10"-N. 

Da quest' ultima eguaglianza ricavasi la seguente 

Regola. — Alle ultime n cifre del dividendo si sovrappongane 
altrettanti zeri, quindi si eseguisca la sottrazione, e le successive 
cifre che si ottengono per resto si scrivano sotto al dividendo ed a 
sinistra degli zeri suddetti , e si continui la sottrazione finché si 
trovano cifre nel dividendo. Il resto che risulta è il quoziente 
cercato. 

Esempio 1° — Sia il numero 32787 da dividere per 9. Sarà n=H. 

Scrivo uno 0 sopra l'ultima cifra 7 del dividendo e dico : 
Operazione. 7 al 10 3, scrivo 3 sotto al 7 ed a sinistra dello 0; 
86430 ^ al 13 4, scrivo 4 sotto all'8 ed a sinistra del 3; 
32787 8 al 14 6, scrivo 6 sotto al 7 ed a sinistra del 4; 
■ t >g 75 3 al 6 3, scrivo 3 sotto al 2 ed a sinistra del 6; 

3 al 3 0; il quoziente cercato è 3643. 
Esempio 2° — Si voglia dividere 4763232 per 999. Sarà n=3. 

Scrivo 3 zeri sopra le ultime tre cifre 232 del di- 
Operazione, videndo e dico: 

2 al 10 8, scrivo 8 sotto al' 2 ed a sinistra degli zeri 
4768000 4 al 10 6, scrivo 6 sotto al 3 e a sinistra dell'8 
4763*232 3 al 10 7, scrivo 7 sotto al 2 e a sinistra del 6 
4768 4 all' 8 4, scrivo 4 sotto al 3 e a sinistra del 7 
l'operazione è finita ed il quoziente cercato è 4768 
3° Se un numero si può dividere esattamente per 11, 101, 
1001, e in generale per 10" -hi, la divisione si può eseguire con 
una sola sottrazione. Sia N il numero proposto ed R il quoziente 
della divisione di N per 10"-M, sarà N=(10"4-1)R=R.10"-f-R, 
d'onde R=N-R.10\ 
Da quest'eguaglianza deducesi la seguente 
Regola. — Sotto le ultime n cifre del dividendo si scrivano al- 
trettanti zeri, e quindi si faccia la sottrazione e si scrivano le cifre 
che oltengonsi successivamente per resti a sinistra degli zeri sud- 
delti, e si continui la sottrazione finché si giunga alla prima 
cifra del dividendo; il resto risultante sarà il quoziente cercato. 
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Esempio i° — Si debba dividere 857802 per 11. Sarà n=d. 

Scrivo uno zero sotto Y ultima cifra 2 del divi- 
Operazione. dendo, e dico: 

0 al 2 2, scrivo 2 al resto ed a sinistra del 0 
857802 2 al 10 8, scrivo 8 al resto ed a sinistra del 2 
779820 9 al 18 9, scrivo 9 al resto ed a sinistra del 8 
77982 10 al 17 7, scrivo 7 al resto ed a sinistra del 9, 
8 al 15 7, scrivo 7 al resto ed a sinistra del 7 ; 
il quoziente cercato è 77982. 
Esempio 2° — Si debba dividere 6001996 per 1001. Sarà n=3. 
Operazione. Scrivo 3 zeri sotto le ultime 3 cifre 996 del 
6001996 dividendo, e quindi scrivo 996 a sinistra dei tre 
5996000 zer * e a * resl0 ' e P 0 * dico: 6 all' 11 5, scrivo 5 

-— a sinistra del 996. L'operazione è finita ed il quo- 

5996 zienle è 5996. 

4° Per dividere un numero per un suo fattore o per il pro- 
dotto di un certo numero dei suoi fattori, basta togliere questi 
fattori dal numero scritto sotto la forma di prodotto dei suoi fat- 
tori. Per es., si abbia il numero 

N=11951=17.19.37, sarà 11951 : 17=19.37; 11951 : (17.19)=37. 

5° Per dividere un numero per un altro, basta dividere imo 
dei fattori del primo pel secondo numero e quindi sostituire il 
quoziente al fattore. Per es., per dividere 22382=19.19.62 per 31, 
divido 62 per 31 ed ho 2, dunque 22382:31=19.19.2=722. 

6° Per dividere una potenza di un numero per un'altra potenza 
dello stesso numero basta sottrarre l'esponente del divisore da quello 
del dividendo. Se per esempio s'ha a dividere 2* per 2*, si ha 
6-3=3, dunque 2«:2"=2\ 



CAPITOLO III. 

TEORICA DEI RESTI. 



16. — Teorema. — Se due numeri a, b, divisi ver un terzo c, 
danno resti eguali, la loro differenza a — b è divisibile per c; — 
e reciprocamente ; se la differenza a — b di due numeri a, b è divi- 
sibile per un terzo c, questi due numeri a, b divisi per c danno 
resti eguali: 

1° Sia r il resto ottenuto nelle due divisioni, q e q f i quozienti, 
sarà a=zcq-r-r, b=cq ! -H' } donde a—b=cq—cq'=c (q—q 1 ) ; cioè 
a— b è divisibile per c; 

2° Sia Q il quoziente della divisione di a— b per c, e siano 
q, g 1 i quozienti, r ed r f i resti delle divisioni di a e 6 per c, 
sarà a— &=cQ, a—cq-r-r, b—cq'-r-r', donde a—b=c(q—q')-r-r—r J , 
dunque cQ=c(q— g')-K — r*, ossia c(Q— q+q f )=r— r' (a). 

Ora i resti r ed r sono ambidue minori di c, quindi r — r r non 
può esser divisibile per c, ma il 1° membro della («) è divisibile per 
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c, duncpie quest' eguaglianza non può sussistere a meno che sia 
r—r'—O, cioè r=r'. 
Questa proposizione reciproca si può dimostrare anche in questo 

altro modo. Sia a — b=xQ, sarà a=M-cQ, e quindi -=--hQ. Ora 

c c 

Q è un numero intiero che non fa che aumentare il quoziente 
incompleto di -, ma non ne altera il resto. Dunque il resto di 

- è eguale a quello di - . 

c c 

17. — Teorema. — La somma di più «umm a, b, c, e 

la somma dei resti che si ottengono dividendo quei numeri per 
uno stesso divisore m, divise per questo stesso divisore, dànno 
resti eguali. 

Siano q' ; q n y i quozienti, r, r\ r", i resti ottenuti 

dalle divisioni rispettivamente di a, b, c, per m, sarà 

a—mq+*, b-=zmq , -H tf , c^mq'^r", , (1) 

donde 

a-hò-f-c-h =zm(q+q'-H]"-r- )-hr-KM-W'-f- , 

e quindi 

"+*+c+. =W+g»+ 4- !±!^±!f± , 

m * ' ' m 

Quest'eguaglianza dimostra che il resto fornito dalla divisione di 

a-hò-NH- per m è eguale a quello fornito dalla divisione di 

r+y-H^'-H per m. 

48. — Teorema. — Il prodotto di più numeri a, b, c, e 

il prodotto dei resti r, r', r", , che si ottengono dividendo i 

numeri proposti per uno stesso divisore m, divisi per questo stesso 
divisore, danno resti eguali. 

Dalle (1) ricaviamo abe =z(mq-\-r)(mq , -hr f )(mq n +r rl ) 

Ora (mq-h r) (mq'-\- r')= mq. mq'-\- r.mq-H'. mq'-\- rr f =zmQ-+- rr f , 
quindi 

=mQ'-HTV'. 

Quindi procedendo si scorge facilmente che avremo 

abe =wK-4-rrV , 

dalla quale eguaglianza si deduce immediatamente il teorema. 

Corollario. — La potenza m a d'un numero e la potenza m" 
del resto che si ottiene dividendo quel numero per a, divise per a 
dànno resti eguali. 

19. — Teorema. — - // resto della divisione per 9 d'un numero 
qualunque è eguale a quello della divisione per 9 della somma 
delle sue cifre. * 

Il resto della divisione di 10 per 9 è 1, dunque pel teorema 
precedente il resto della divisione di 10* per 9 è pure 4, e quindi 
una cifra /»• seguita da n zeri, cioè il numero k. 10* diviso per 

Levi * 
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9 darà per resto k.\ ossia k; — - oppure altrimenti: il numero 
A(10«— l)=/c.10*-fc è multiplo di 9, dunque A\10* diviso per 9 dà 
per resto k. Sia ora un numero 

N^.10m-M0"-M-c.10*- 2 -I- -HM0+*. 

Pel teorema del numero 17 il resto della divisione di N per 9 è 
eguale al resto che si ottiene dividendo per 9 la somma dei resti 

di a. 10", 6.1 0"- 1 , c.10"- 2 , divisi per 9, cioè è eguale al resto 

della divisione per 9 di <M-M-c-+- 

Lo stesso teorema si applica evidentemente anche al divisore 3. 

20. — Teorema. — II resto della divisione per 11 d'un numero 
qualunque è eguale al resto della divisione per 1 1 della differenza 
tra la somma delle cifre del numero che occupano posto impari 
(comincialo da destra) e la somma delle cifre che occupano 
posto pari. 

11 numero 10 diviso per 11 dà per resto 10, 100 dà per resto 

I, dunmie ÌOO^IO 2 * dà per resto 1, e 100M0=10 2 " +1 dà per 
resto 10, quindi ft.10 2 " dà per resto k e fc.10 2 ** 1 dà per resto LIO. 
Ma kA0z={k— I)ll4-(11— k) e quindi A\10 diviso per 11 dà per 
resto 11 — A'. Perciò se si ha un numero 

N=«. 1 0 2 * -f-6. 1 0 2 "" 1 ^. 1 0 2 »-M-. ...-+-/". 1 0M-0. 1 0 4 +/i. 1 0'+*. 1 0* 
-M.10H-M, 

pel teorema del n. 17 il resto della divisione per 11 di N sarà 
eguale a quello della somma 

a+( 1 1 -ò)+c+(l 1 . . ..+(11 -0+f7+(1 1 ~A)+*+(1 1 -Q+m, (/) 
ossia a quello di 

a-hc-h. . . .+g+k+m— (ò-M-K . . .-f-/*-r-/i+/)-h(n-1 )1 1 , 

cioè a quello della differenza accennata nel teorema. 

Dai due teoremi precedenti segue che: 1° un numero è divisibile 
per 9 se la somma delle sue cifre è divisibile per 9; un nu- 
mero è divisibile per 11 se la differenza fra la somma delle cifre 
di posto impari e quella delle cifre di posto pari è divisibile per 

II, oppure, avuto riguardo alla formola (/), se la somma delle 
cifre ai posto impari, e delle diffei'enze da 1 1 delle cifre di posto 
pari e divisibile per 11. 

21. — Teorema. — Il resto della divisione d'un numero per 4 
è equale a quello della divisione per 4 della somma della cifra 
delle unità e del doppio della cifra delle decine. 

Sia un numero N=a.lO I -l-6.10-Hc; 10* diviso per A dà per 
resto 0, dunque il resto di N è eguale a quello di ft.lO-R e quindi 
anche a quello di 6.l0-hc-H>k=6.10-hc.5=5(2ò-4-c), e siccome 5 
dà per resto 1, il resto di N sarà eguale a quello di (V. n. 18). 
Quindi risulta che un numero è divisibile per 4 quando la somma 
della cifra delle unità e del doppio della cifra delle decine è di- 
visibile per 4. 

Teorema. — Il resto della divisione per 8 d'un numero intiero 
è eguale a quello della divisione per 8 della somma della cifra 
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delle unità, del doppio della cifra delle decine e del quadruplo 
della cifra delle centinaia. 

Sia un numero N=0.1O s 4-6.1OM-c.lO-W*; 10 3 è multiplo di 8, 
dunque il resto di N è eguale a quello di MOM-c.lO + d, ed 




N sarà eguale a quello di 46-+-2c4-d; quindi un numero è divisi- 
bile pei* S quando la somma della cifra delle unità, del doppio 
della cifra aclle decine e del quadruplo della cifra delle centinaia 
è divisibile per 8. 

22. — Questa teorica dei resti si può applicare a fare la prova 
di ognuna delle quattro operazioni, assumendo un divisore arbi- 
trario. Noi prenderemo i divisori 9 ed 11 per la facilità con cui 
si trovano i resti. 

1° Prova dell'addizione (N. 17). 

Prova per 9 Operazione Prova per i I 

m. 9-4-4= 78583= tu'. 11 -HO 

n.9-H= 27532= «M1-H0 

p. 9-1-7= 38275= p'.11+ 6 

P.9+3= 144390= Q.ll+4 

2° Prova della sottrazione (N. 17). 

Prova per 9 Operazione Prova per i { 

m. 9-4-4= 78583= m'.11-H0 

n.9-H= 27532= n'.H-HO 

7-9+3= "51051= <? M1+ 0 

4 10 

3° Prova della moltiplicazione (N. 18). — ■ Esempio i° 

Prova per 9 Operazione Prova per il 

m.9+8= 3842= ?w'.ll+3 

k.9+6= 7584= n'.H+5 

( wH _n)94-48=M. 9+3=291 377728=N. 1 1 +4=(m'+n')l 1 "H 5 
Esempio 2° 

Operazione 

25.342.786=6720300=M.9+0=N.1 1+4; 

Prova per 9 Prova per ii 

25=m.9+7i 25=m'.1l+3) » 

342=n.9+0}7.0.3=0: 342=n'.1l+l 3.1.5=15=11+4. 
786=p.9+31 786=pMl +51 

4° Prova della divisione (N. 17 e 18). 
Operazione. — 8593214 diviso per 247 dà per quoziente 34790 
e per resto 84, quindi 8593214=247.34790+84. 
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Prova per 9 Prova per 11 

m. 9 -h 4= 247= mM 1 -4-5 

n.9H- 5= 34790= nM 1-4-8 

O+20=M'. 9-4-2 N. 1 1 -+-40=N'. 1 1 -4-7 
p.9 -4-3= 84= . . pM 1-4-7 

2-1-3=5 P. 9+5=8593-2 1 4=0- 1 1 4-3 7-4-7=1 4=1 1 4-3 

Dal teorema del n. 16 segue evidentemente che dalla esattezza 
d'una delle precedenti prove non si può conchiudere V esattezza 
dell'operazione corrispondente, poiché supponendo che di una delle 
suddette operazioni si sia trovato un risultato R, se si prende un 
numero R' che differisca da R d'un multiplo di 9 o di 11 e in 
• generale d'un multiplo di A-, i due numeri R ed R' divisi per 9 
o per 11 o per k dànno rispettivamente resti cernali. 

23. — Teorema. — Un numero è multiplo di 6, se è multipla 
di 6 la somma della cifra delle unità e del quadruplo della somma 
delle altre cifre.. 

Sia n la cifra delle unità e 2 la somma delle altre cifre, e sup- 

f>oniamo che si abbia n4-42=6m. Affinchè quest'eguaglianza abbia 
uogo è necessario anzitutto che n sia pari ; dalla medesima si ricava 
w4-2=0ro— 32=3(2n— 2), cioè la somma delle cifre del numero 
è multipla di 3, dunque (n. 19) il numero è multiplo di 3; esso 
è poi multiplo di 2, perchè la cifra delle unità è pari, dunque il 
numero è multiplo di 6. 

24. — Teorema. — Un numero è multiplo di 99 se, scompo- 
nendolo in gruppi di due cifre, cominciando da destra , la somma 
dei numeri formanti i dirersi gruppi è multipla di 99. 

Sia il numero K=a+bAO+cAfr+d.W-+-c.W+f.W+ 

Supponiamo che la somma (a4-M0)4-(H-rf.10)4KH-/ , -10)4- 

sia multipla di 99, noi possiamo scrivere 

N=(rt4-Ò. 1 0)-H n\c+d. 1 0)4-1 O'ie+f. 1 0H- 

Ora i numeri 10*, 10 4 , 10 6 , divisi per 99 dànno per resto 1, 

dunque il resto della divisione di N per 99 è eguale a quello della 
somma (<H-6.10)H-(c-H/.10)-h(e-h/'.10)-4-..., e quindi per l'ipotesi 
fatta il numero N è multiplo di 99. 

Lo stesso teorema si applica evidentemente ai divisori 9 ed 11. 

Esempio. — Sia proposto il numero 3548556, noi abbiamo 

56-h85+5/H-3=1 98=99. 2, 

dunque il numero 3548556 è multiplo di 99. Facendo la divisione 
noi proviamo 3548556 : 99=35844. 

25. — Teorema. — Affinchè la somma dei quadrati di due nu- 
meri sia multipla di 7 e necessario e sufficiente che ciascuno dei 
due numeri sia multiplo di 7. 

Siano rt, b i due numeri ed abbiano essi la forma a=lq-+-r, 
b=lq f -hr', sarà efe7y4-2.7g.r4-r*, b'=Vq"-h'2.1q' .r'-r-r", e 

quindi l^WfaM-g'*)4-%r4^'rO 4-^p-' . Dunque il resto 
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della divisione di a*-h&* per 7 è eguale a (niello della divisione 
per 7 di r*-t-r /2 , ma r ed r' sono minori di 7 ed i quadrati dei 
numeri minori di 7 sono 0, 1, 4, 9, IO, 25, 36, i quali in qua- 
lunque modo siano sommati due a due, non danno una somma 
mullipla di 7, e neppure il doppio di nessuno di questi quadrati, 
eccetto lo zero, è multiplo di 7. Dunque affinchè a*-+-6 8 sia mul- 
tiplo di 7 è necessario che sia r=r'=0 e che quindi a e b siano 
multipli di 7. 

26. — Teorema. — Se due numeri a, b non sono multipli di 
S, la differenza a 6 — b 8 è multipla di 9. 

Infatti i due numeri a, b si possono mettere sotto la forma se- 
guente: a=Sm±1, b=3»±i. Ora a 6 — & 8 =(a 3 -H> 3 )(a 3 — b*) t 

a 3 ==(3m±l) 5 =27m 3 ±27m 2 -+-9wì±:1=0\l±:1 , 
6 3 =(3n±1 ) 3 =27n 3 ±27nM-9w:±l =9N±1 , 

quindi si avrà, sommando queste due eguaglianze membro a membro : 
a 3 H-ò 3 =9R±2, oppure a 3 -hò 3 =9R secondochè si prendono i segni 
superiori insieme ed i segni inferiori insieme oppure un segno su- 
periore con un segno inferiore ; sottraendo la seconda delle slesse 
eguaglianze membro a membro dalla prima si avrà a 3 — 6 3 =9R' oppure 
a 3 — ò 3 =9R':£2 secondochè si prenaono i segni superiori ed i segni 
inferiori insieme oppure un segno superiore ed un segno inferiore. 
Nel primo caso avremo (aM-6 3 i(a 3 — fc 3 )=9R'(9R:jt2) ; nel secondo 
caso avremo (a 3 -h/r 3 )(a 3 — 6 3 )=9R(9R'zt2): dunque in entrambi i 
casi a*— b* è multiplo di 9. 

27. — Teorema. — Si abbia un numero 

N=a. 1 0»-M-fc. 1 0»-M-c. 1 0"- 3 H-rf. 1 0"~M-. . . . . 1 0+/i 

di n cifre, e sia q il quoziente ed r il resto che si ottengono divi- 
dendo per 9 la somma di queste cifre: il quoziente incompleto Q 
della divisione di N per 9 è dato dalla forinola 

Q — q I a -HÌ b -f-a bc-k-a òcd-f-. . . . -f-a bed g . (A) 

Difatti noi possiamo scrivere 

N=«(l 0"- 1 - 1 +1 H-ò(1 Ó"- J -1 4-1 H-c(4 0"- 3 -l +1 ) 
o«- 4 -l +1 )-+-.... 4-0(1 0—1 -hi H-A , 

ossia 

>ì=a+b+c-Hl+. . . .-HH-/H-a(10"- l — 1 )+b(i O*" 2 — 1 ) 
+C (1 0«-3_1 )+d(i 0«-*-l )+. . . . +g (1 0-1 ), 

e quindi 

N _ a +b+c-hd+. . . . -\-g-hlt ^ IO"- 1 — 1 , , 10»-*— 1 1 )"- 3 -1 
9"- 9 M 10-1 10-1 10-r 

e quindi (vedi progressioni e il numero seguente), 
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Q=zq+a . 1 0*-' 2 -ha . 4 0"-M-a . 1 0"-<+. . . . +« . 1 O'+a . 1 O+a 
4-6.1 1 0"-«+&.i . . . b. 1 0+6 
+c. 10"- 4 +c.10*- 5 +c.10"- 6 +. . . .+c 

Sommando per colonna si ottiene 

Q = g + (a.lO"- ? + MO*- 3 + c.10"- 4 + + g) 

+ (a.40— 3 + 6.10*- 4 + c.10"- 5 + ) 

+ (a.10— 4 + 6.10"- B + c.10"- 6 + )+ 

+(a.1 0'+ò. 1 0+c)+(a. 1 0+6)+a, 

che non è altro che la formola (A); ciò che dovevasi dimostrare. 
Si può anche dimostrare questo teorema riducendo la (A) in una 

identità. Noi abbiamo 0=^ , ^^+±±^±^1, quindi 

per la (A) 

N— r = 9Q = a + 6 + c + d + + ^ + /* — r 

+9(a+^6+^+^d+ -habcd fg), 

ossia 

N=/H-<7(9+l )+A9Q+9+l )+. . . +c(9. 1 0"-*+9. 1 0»- «+. . . +9+1 ) 

+ 6(9.10"- 3 + aiO»- 4 + + 9 + 1) 

+ a(9.10"- s + 9.10"- 3 + + 9 + 1), 

cioè N=/i+1 0*7+1 0Y+....+10"- 3 c+l0"- s ò+l0"- l a, la quale 
eguaglianza è un'identità: dunque la formola (A) è esatta. 

28. — Teorema. — La differenza a" — b m è divisibile per a — b 
qualunque sia il numero m, purché intiero e positivo. 

Infatti la differenza a— 6 è divisibile per a— 6, dunque i due nu- 
meri a e b divisi per a—b dànno resti eguali (n. 16), e quindi anche 
i due numeri a m e b m divisi per a—b daranno resti eguali (n. 18), 
e perciò (n. 16) a m —b m è divisibile per a—b. Questo teorema può 
anche considerarsi come un corollario del seguente: 

Teorema. — Due numeri qualunque aeb divisi per la loro 
differenza dànno resti eguali. 

biano q } q' i quozienti, r e r'i resti che si ottengono dividendo 
rispettivamente a e 6 per a — 6, avremo 

a=(a— 6)7+r, 6=(a— 6)g'+r'. (1) 



E sottraendo la seconda dalla prima : a— b=(a— b)(q— (/')+r— r', 

dalla quale si ricava 1=g— tf'+— ^j, donde -^-£=1+^— 

quindi r — r f dev'essere multiplo di a — b, il che è impossibile 
perchè r ed r' sono minori di a — 6, a meno che sia r — r'=Q, 
cioè r=i J . Ciò che dovevasi dimostrare. 
Corollario. — Dalle (1) ricaviamo a*=:(a—b)aq+ar, 
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b>=(a-b)bqi+rb, donde ^-= aq+ r^- b , a ~ b =bq>+r J!,, 

quindi pel teorema precedente a* e b* divisi per a — b dànno resti 
eguali, e perciò (n. 16) a* — 6* è multiplo di a—b. Così procedendo 
si dimostra in modo analogo che a 3 e 6 3 divisi per a — b dànno 
resti eguali, e che quindi a 3 — b* è divisibile per a— b, e che in 
eenerale a m e b m divisi per a— b dànno resti eguali, e quindi a m —b m 
è divisibile per a—b. 

29. — Teorema. — / quadrati di due numeri a, b divisi per 
la somma dei due numeri dànno resti eguali, quindi a B -f-b IB è 
divisibile per a-hb quando m è un numero impari qualunque. 

Siano q, q' i quozienti, r ed r' i resti delle divisioni di a' e 6* 
per cH-6, avremo 

a*=.(a-hb)q-hr, ò^=(<H-6)g'+r', (2) 

donde a'—b'=(a-hb)(q—q')-hr—r'. Ma (a 8 — &')=(<H-&)(a— 6), 

dunque dividendo i due membri dell'eguaglianza precedente per 

f fi 

a-hb otteniamo a — ^=^f — ^jf'-H » dalla quale eguaglianza risulta 

che r — r 1 dev'essere multiplo di a-hb t il che é impossibile a meno 
che sia r=r f . 
Moltiplichiamo le (2) rispettivamente per a e b, avremo 

a*=(a-hb)aq-har, b s =(a-hb)bq'-hbr, (3) 

donde a 3 -h b 3 = (a-hb) (aq-hbq')-hr(a-hb) = (a-hb) (aq+bq'+r), 
dunque aM-ò 3 è multiplo di (a-hb). 
Moltiplichiamo le (3) rispettivamente per a* e 6', otteniamo 

a 5 =(a-h&)a 3 g+a 3 r, b^a+fyb'q'+b'r, (4) 

donde a 5 4-6 5 =(a-h6)(a 3 (/-4-6 3 fl')-+-r(a 3 -h6 3 ) ; ma a 3 -hb 3 è multiplo 
di cH-ò, dunque a 5 -H> 5 è multiplo di a-hb. In modo analogo si 
dimostra dalle (4) che a 7 -hb 7 è multiplo di (óH-6), e cosi succes- 
sivamente che a 9 -hb 9 , a u -+-6 u ,.M a m -hb m è multiplo di (a-hb) quando 
m è impari. Ciò che dovevasi dimostrare. 

30. — Teorema. — La differenza a m — b™ è multipla di a-hb ^ 
quando m è pari. 

Moltiplichiamo le (2) rispettivamente per a' e 6*; osservando 
che r=r' avremo a 4 =(a-hb)a*q-ha'r t b A =(a-hb)b 9 q f -hb 9 r, donde 

a«-6 4 =(a-H>)(a*?— b 9 q ! )-hr(a 9 — b 9 )=(a-hb) [a 9 q-b 9 q'-hr(a—b)] , 

dunque a 4 — 6* è multiplo di a-+-6, quindi a 4 e £ 4 divisi per a-hb 
daranno resti eguali, cosicché possiamo scrivere a 4 =(a-M>)Q-+-R > 
ò 4 =(a-4-ò)Q'-f-R. Moltiplichiamo queste due eguaglianze rispettiva- 
mente per a 2 e l» ! e quindi sottragghiamo la 2* membro a membro 
dalla l a , avremo a 6 — b 6 =(a-hb)(a'Q— 6»Q')-»-R(a B — b 9 ), cioè a 6 -6* 
è multiplo di (a-hb). In modo analogo si dimostra che a 8 — b% 
a X9 —b lo t e in generale a w — 6- è multiplo di a-b& se w è pari. 
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CAPITOLO IV. 

SUI MULTIPLI E SOTTOMULTIPLI COMUNI. 



31. — Teorema. — Se dividendo un mimerò A per un numero 
B si ottiene un resto R, il massimo comune dimire di A e B è 
eguale a quello di B ed R. 

Sia Q il quoziente della divisione di A per B, avremo A=BQ-hR (a). 
Sia D il massimo comun divisore di A e B, dividiamo i termini 

della (a) per D, avremo ^=-5q-+--?- ($): ma per ipotesi e 
-jj- sono numeri intieri dunque anche -jy sarà un numero intiero, e 
mundi D sarà divisore comune di B ed R ; poniamo jj=A', -Jj =B', 
-jj=R', i due quozienti A' e B ; non hanno più alcun divisore co- 
mune, poiché se avessero un divisore comune d si potrebbe porre 
A'=A"rf, B'=B"d, e siccome A=A'D, B=B'D, sarebbe A=A"Dd # 
B=B 'Dd, e quindi Dd sarebbe divisore comune di A e B, e perciò 
D non sarebbe più il massimo comun divisore dei due numeri; 
dunque, potendosi la ($) scrivere sotto la forma A'^BQ-HR', i 
due quozienti B' ed R' non hanno più alcun divisore comune , 
poiché se lo avessero esso sarebbe comune anche ad A'. Dunque 
u è il massimo comune divisore di B ed R. 

32. — Teorema. — // massimo comun divisore di due numeri 
è eguale a quello del minore di essi e della differenza fra un 
multiplo del minore ed il maggiore. 

Siano A, B i due numeri, e sia A>B; sia R la differenza fra 
un multiplo QB del secondo ed il primo, avremo R=QB — A, dondo 
A=QB — R. Ragionando su questa eguaglianza come facemmo sulla 
(oc) del teorema precedente si dimostra che il mass. com. divis. di 
A e B è eguale a quello di B ed R. 

Questo teorema si applica nel caso in cui si ottiene un resto 
maggiore della metà del divisore, poiché allora a questo resto si 
può sostituire la differenza fra esso e il divisore, la qual differenza 
(n. 12) è eguale a quella fra un multiplo del divisore ed il divi- 
dendo. Per esempio, si voglia cercare il massimo comun divisore 
dei numeri 35676 e 25812: l'operazione si dispone nel seguente 
modo: 





i 


2 


2 


2 


2 


3 


1 2 


2 


35676 


25812 


9864 


3780 


1476 


648 


180 


72 


36 


9864 


6084 


2304 


828 


180 


108 


36 








3780 


1476 


648 




72 


1 







1 numeri 3780, 1476, 648, 72 sono stati rispettivamente sosti lui li 
ai resti 6084, 2304, 828, 108 i quali sono maggiori della metà 
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dei corrispondenti divisori 9864, 3780, 1476, 180; e i medesimi 
numeri sono dati dalle eguaglianze 

3780=9864-6084, 1476=3780-2304, 648=1476-828, 72=180-108. 

33. — Teorema. — Il massimo comun divisore di più numeri 
non cangia sostituendo ad uno di essi la differenza fra esso e un 
multiplo di uno degli altri. 

Siano a, b, c, d, i numeri dali, e sia D il loro massimo 

comun divisore: Sia 5 il massimo comun divisore di a e* b, sarà 
D il massimo comun divisore di 5, c, d,....; ma pel teorema pre- 
cedente S è eguale al massimo comun divisore di mb — a e b, dunque 

D è il massimo comun divisore di mb — a, b, c, d, Dunque 

essendosi sostituito mb—a ad a, il massimo comun divisore non 
è cambiato. 

Questo teorema serve a semplificare la ricerca del massimo comun 
divisore di più numeri. Si abbia per esempio a cercare il massimo 
comune divisore D dei numeri 572, 704, 1584, 4752. Il massimo 
comune divisore di 572 e 704 è eguale a quello di 572 e di 
2.572 — 704=440, il massimo comune divisore di 572 e 1584 è 
eguale a quello di 572 e di 3.572 — 1584=132, il massimo comune 
div. di 57$ e 4752 è eguale a quello di 572 e di 572.9-4752=396; 
dunque D è il massimo comune divisore di 572, 440, 132, 396. 
Opero su questi numeri come sui precedenti: il massimo comune 
div. di 132 e 572 è eguale a quelfo di 132 e di 5.132-572=88, 
il massimo comune divisore di 132 e 396 è 132; dunque D è il 
massimo comune divisore di 132 e 88, il quale è eguale a quello 
di 88 e di 2.88-132=44, ossia 44, dunque D=44. 
Quindi generalizzando noi possiamo stabilire la seguente 

Regota. — Per cercare il massimo comune divisore di più nu- 
meri si dividono per il minore tutti gli altri e a ciascuno dei numen 
divisi si sostituisce la diffwenza fra esso e il multiplo immediata- 
mente maggiore del divisore; sui numeri così ottenuti si opera come 
sui dati, e cosi di seguito. Quando si ottengono due numeri di cui 
l'uno sia multiplo dell'altro, il primo si sopprime, e l'operazione 
sarà terminata quando resterà un numero solo che sarà il massimo 
comune divisore cercalo. 

34. — Teorema. — Nella riceixa del massimo comune divisore 
di due numeri ciascun resto è minore della metà di quello che lo 
precede di due posti. 

Siano r, r f , r' tre resti consecutivi, sia q il quoziente della divi- 
sione di r per r f , abbiamo r=r'g-l-r". Siccome q è almeno eguale 
ad 1 ed r' è maggiore di r", sarà q) J >qr' ! e quindi r>qr"-\-i J ' 
e a fortiori r>2r". 

Corollario. — Si debba cercare il massimo comune divisore di 
due numeri A e B essendo A>B: formisi la serie 2, 2 2 , 2', 2 4 ,..., 
finché si ottenga un termine 2">B, 2" sarà il limite superiore del 
numero delle divisioni da effettuarsi. Infatti se chiamiamo W, r", r f ", 

r ,v , i resti ottenuti successivamente, pel teorema che precede 

abbiamo B>2r", r // >2r'^, r ,v >2r v \ , e quindi a fortiori 

B>4r", B>8r v ',. , e- in generale B>2\r(*o (*). Quindi 
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se 2">B, la dise^uaglianza (a) non può sussistere se non è r( 9 *)=0, 
dunque tutt' al più abbiamo 2* divisione ad eseguire. È inutile il 
far osservare che il numero delle divisioni può esser minore di 2". 

35. — Teorema. — Se un prodotto di due fattori è multiplo dì 
un numero e se uno dei fattori è primo col numero, l'altro fat- 
tore sarà multiplo di quel numero. 

Siano A, B i due fattori, il cui prodotto AB sia multiplo di un 
numero P, e supponiamo che A sia primo con P: il mass. com. 
div. di P ed A è 1, quindi il mass. com. div. di PB ed AB è B. 
Ora il mass. com. div. di PB e AB è multiplo di P, perchè AB è 
multiplo di P, dunque B è multiplo di P. 

Altra dimostrazione. — Cerchiamo per mezzo delle divisioni suc- 
cessive il mass. com. div. di A e P, avremo la serie di egua- 
glianze A=PQ-hR, P=RQ,+R 1 , R=R,Q,+R,,..,R a =R* + iQ,+H-1. 
Moltiplichiamo per B e dividiamo per P tutti i termini di queste 
eguaglianze, otterremo: 

AB Rn RB D__RB n , RiB 

RB__R,B n R,B R,B FWiB n B 

-p- — -|TV»H — jr> 7 — p- — — p— U«+2-h p • 

A AB . ... t ■ A RB i 

Ora -p è un numero intiero per ipotesi, dunque -p- e un numero 

intiero; procedendo alla 2 8 eguaglianza si deduce che -p- deve 
essere un numero intiero, e cosi di seguito finché si giunga al- 
l'ultima eguaglianza, dalla quale si ricava che p dev'essere un nu- 
mero intiero, cioè che B è multiplo di P. Ciò che dovevasi di- 
mostrare. 

Corollario 1° — Un numero primo che divide un prodotto di 
più fattori, divide uno dei fattori. 

Corollario 2° — Un numero primo che divide una potenza 
d'un numero, divide attesto numero. 

Corollario 3° — Un numero primo, che divide un prodotto 
di fattori primi, è necessariamente eguale ad uno di essi, e quindi 
esiste un solo sistema di numeri primi di cui il prodotto sia eguale 
ad un numero dato; e perciò: 

Corollario 4° — Un prodotto di più numeri contiene tutti i 
fattori primi di cui questi numeri sono composti, e per conse- 
guenza: due prodotti di numeri intieri sono primi tra loro, al- 
lorché tutti i fattori di uno di essi sono primi con quelli dell'altro. 

Corollario 5 w — Se un numero A è primo con un numero B, 
una potenza qualunque intiera di A è prima con una potenza qua- 
lunque intiera di B. 

Corollario 6° — // mass. com. div. di più numeri è eguale 
al prodotto di tutti i fattori primi comuni di questi numeri. 

corollario 7° — // min. muli. com. di più numeri è eguale 
al prodotto di tutti i fattori primi diversi appartenenti a questi 
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numeri, ciascun fattore essendo preso col più alto esponente di cui 
egli sia affetto nei numeri proposti. 

36. — Teorema. — Si abbiano due numeri A e B, e sia D il 
loro massimo comune divisore, e siano A\ B', i quozienti ottenuti 
dividendo A e B per D. Qualunque multiplo comune ai due numeri 
A e B è multiplo del prodotto A'.B'.D. 

Noi abbiamo per ipotesi A=D.A', B=D.B'. Sia n un numero 
intiero, i multipli di A sono della forma nA=nDA', e affinchè nA 
sia multiplo di B è necessario che «DA' sia multiplo di B ossia di 
DB', cioè che nA' sia multiplo di B', ma A' non ha alcun divisore 
comune con B' (n. 31), dunque n dev' essere multiplo di B' (n. 35), 
cioè n dev' essere della forma mB' ; dunque un multiplo comune 
di A e B dev'essere della forma mA'.B'.D, cioè dev' essere multiplo 
di A'.B'.D. 

Del resto si può dimostrare a posteriori che un numero della 
forma wiDA'B' e multiplo comune ad A e B. Di fatti noi abbiamo 
mDA'B': ArzmDA'B': DA*=roB', e mDA'B':B=mDA'B':DB'=mA'. 
Il minimo valore di mDA'B' corrisponde al valore m=1: dunque 

il minimo multiplo comune di A e B è DA'B' a s^p — e 

quindi abbiamo il seguente 

Teorema. — Il minimo multiplo comune di due numeri è eguale 
di loro prodotto diviso pel loro massimo comune divisore. 

Conseguenza di questo teorema è il seguente di cui tralasciamo 
la facile dimostrazione. 

Teorema. — Il minimo multiplo comune di più numeri è eguale 
a quello del minimo multiplo comune di due di essi e dei rima- 
nenti numeri dati. 

Quindi la ricerca del minimo multiplo comune di più numeri si 
può ridurre a quella del minimo multiplo comune di due numeri 
colla seguente regola. — Per trovare ti minimo multiplo comune 
di più numeri si cerchi il minimo multiplo comune di due di essi, 
quindi il minimo multiplo comune del numero ottenuto e d' un 
terzo dei numeri dati, e cosi di seguito sino a che si siano intro- 
dotti nel calcolo tutti i numeri dati, V ultimo minimo multiplo 
comune ottenuto è quello dei numeri proposti. 

37. — Teorema. — Il minimo multiplo comune di tre numeri 
è eguale al loro prodotto moltiplicato pel loro massimo comune 
divisore e diviso pel prodotto dei loro massimi comuni divisori due 
a due. 

Siano A, B, C, i tre numeri e sia m il minimo multiplo comune 

AB 

di A e B, dei quali sia D, il massimo com. divisore, sarà m=^-, 

quindi se d è il massimo comune divisore di m e C, ed M è il 

ABC 

minimo multiplo comune cercato, sarà U=^-^ (1). 

Se chiamiamo D t , D, i massimi comuni divisori di A e C, di B e C, 
il prodotto D,D S oltre i divisori di d contiene ancora i divisori co- 
muni ad A, B, C, quindi se chiamiamo D il massimo comune divisore 



di A, B, C, sarà D t .D,=d.D, onde «*=5^. Sosliluendo questo va- 

A B C D 

lore nella (1) si ha M=~-j^p 

Per es., sia A=*j3y5e$, B=aj37'oV£', C=ajMV'<p'', avremo 
(corollari 6° e 7° del n. 35) 

mssafiyy'àò u , cfczzaftrfe • =-y i • 

Quindi 

* D.rf *p.xfly.*j&' —*P" ^ V • 

38. — Teorema. — // minimo multiplo comune di quattro nu- 
meri è eguale al loro prodotto moltiplicato pel prodotto dei loro 
massimi comuni divisori tre a tre, e diviso nei' il massimo comune 
divisore dei quattro numeri moltiplicato pel prodotto dei loro mas- 
simi comuni divisori due a due. 

Siano i quattro numeri A, B, C, D e sia m il minimo multiplo 
comune dei tre numeri A, B, C, e siano d\ t % i massimi 

comuni divisori di essi numeri due a due, e sia rf 4 il massimo 
comune divisore dei medesimi tre numeri, pel teorema precedente 
A B C d *■ 

sarà m= , ' ' ' * . Sia ^ il massimo comune divisore di m e D 

«1,2. «1,3- «2,3 

e sia M il minimo multiplo comune cercalo, sarà 

A. B.C. D.t^ 2 

Sia ora 

A=aj3rH, B=a3y'$V$', C=aj3 r ^T', D=a£y'fc"$", 
sarà 



Ora «ftWyfes E > e se chiamiamo d„ «*„ </, 

i massimi comuni divisori rispettivamente di B, C, D, di A, C, D, 
di A, B ? D; di,i, o*^, 0*3,4 i massimi comuni divisori rispettiva- 
mente di A e D, di B e D, di C e D, e d il massimo comune divisore 
dei quattro numeri dati, sarà cc^=zd ì>h <xfiy f =d* ti , oifie?'$"=d SAt 
<x$z=zd=d{=df=.d i \ dunque sostituendo nella formola precedente 



avremo A=a ffy'foy=^^~ «Vi - «^ ^ sos t£ tuendo questo valore 
nella (2) otterremo M~T-j — — -, — 7l — — j- . Ciò che dovevasi 

«. «1,2. «1,3. «1,4. «JW «8.4- «3,4 

dimostrare. 

39. — Massimo comune divisore di due polinomi. — I teoremi 
precedenti sussistono anche quando invece di numeri si considerino 
polinomi, e quindi possiamo colle stesse regole del n. 32, trovare 
il massimo comune divisore di due polinomi. L'operazione si può 
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però semplificare privando anzitutto i polinomi di lutti i fattori 
comuni ai rispettivi termini. Siano A e B due polinomi, i loro 
termini si possono considerare come prodotti di fattori primi fra 
loro, quindi fondandoci sul corollario 6° del num. 35, cerchiamo 
il mass. com. div. di tutti i monomi che compongono A, cerchiamo 
parimente il mass. com. div. di tutti i termini che compongono B, 
e siano rf, d x questi due massimi comuni divisori. Noi possiamo 
porre A=dA', B=d,B', e A' e B' saranno due polinomi ì cui ter- 
mini non avranno più alcun faltor comune. Cerchiamo ora il mass, 
com. div. dei due monomi d, d„ e sia questo 5 ; noi avremo an- 
cora A=£aA', B=£6B', e i monomi a, b non avranno più alcun 
fattor comune. Sia ora D il massimo comune divisore dei due po- 
linomi A' e B', di modo che sia A'=DA", B'=DB", avremo final- 
mente A=c>DaA", B=5D6B"; e siccome A" e B" non hanno più 
alcun divisore comune, pel coroll. 6° del n. 35, il massimo comune 
divisore di A e B sarà il prodotto oD, cioè il prodotto del mass, 
com. divisore monomio per il mass. com. div. dei due polinomi 
A' e B'. 

Nella ricerca del massimo com. div. di A' e B' col metodo delle 
divisioni successive del n. 32, può succedere che il i° termine del 
polinomio che si prende per dividendo non sia divisibile pel primo 
termine dell'altro polinomio; ma noi possiamo moltiplicare tutti i 
termini del 1° polinomio per una tale quantità monomia che ne 
renda il 1° termine multiplo del 4° termine dell'altro polinomio. 
Quest'operazione non altera il mass. com. div. dei due polinomi, 
perchè con essa si aggiunge solamente ad uno dei polinomi un 
fattore monomio non contenuto nell'altro. Per la slessa ragione si 

§uò dividere l'ultimo resto di ciascuna divisione per il mass. com. 
iv. monomio dei suoi termini, il che semplifica la divisione suc- 
cessiva. 

Applichiamo (mesta considerazione alla ricerca del mass. com. 
div. dei due polinomi seguenti: 

A=fctoW -84a 8 ò 3 -M 2a 5 6 4 -M 80a 4 6 5 — 1 XOaW+fàa'b 1 
B=24fl 7 6«— 54a^ 4 -+-36a 4 6 5 -6a 3 6 6 . 

Il mass. com. div. monomio dei termini di A èd=i2a'ò 8 , e quello 
dei termini di B è d,=6a 3 6 2 , quindi i quozienti di A e B per d 
e d x sono rispettivamente 

A'=2a 5 - 5«*& 3 -1 5a£ 4 -h46 s , 

B'=4a 4 — 9flW-t-6a& s — b* ; 

e il mass. com. div. di d e d A è SzzzGa'b*. 

Cerchiamo ora il mass. com. div. di A'eB'; ordinandoli rispetto 
alla lettera a, A' è di grado superiore, e quindi si prenderà per 
dividendo: ma il suo i° termine 2« 5 non è divisibile per 4a 4 , mol- 
tiplichiamo perciò tutti i termini di A' per 2, e quindi la divi- 
sione diviene possibile: 
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4* divisione, 

2a 5 — 7a 4 6-|-a 3 6 , -l-15a'6 3 — 1 5<i6 4 +46 5 4a 4 -9a i 6 t H-6a&»-& 1 
fa i -Ua*b+ ( 2a i b t -h30a*b>--30ab A +$b i 
4a 5 — 9a 3 6M-6a'6 3 — a6 4 



a-76 



1° resto — i4a 4 H-l1fl , fr , -+-24<i , 6»— 29a6M-86 5 
— 28a 4 6-|-22a 3 6 t -M8< t , 6 3 — 58a6 4 -M 66 5 
— 28fl 4 6-h63a 3 6 3 — 4 2a6 4 -f-7fr % 

2° resto WaW-ìhaW—mV+WT 

Non possiamo più proseguire la divisione, quindi procediamo alla 
seconda divisione, ma prima togliamo dall'ultimo resto il fattore 6* 
comune ai suoi termini. 

2* divisione. 

22a 8 — 15a'6— 16a6M-96 3 



/ M *—Q a *b*-+$ab i — ò 4 
44<i 4 — 99a'6*-i-66a6 3 - 1 1 6 4 
W -30a 3 6— 32a , 6 , -+-1 8a6 s 



2a-M56 



i° resto 4-30a 3 6 -67a ? 6 , +48a6 3 -1Ì6 4 
-+-330a 3 6 -737a'6'-h528a6 3 -1 21 6 4 
-4-33Qq»6— 225a'6'— 240 a 6 8 -t-1 356 4 

T resto -512a l 6M-768a6 8 -25 66 4 . 

I termini di questo resto hanno il fattore comune —2566*, e, to- 
gliendolo, il resto diventa 2a ? — 3a6-h6*. 

3' divisione. 

22a 3 -l5a ? 6-16a6'-4-96 3 I 2a 8 — 3a6+6* 

22a 3 — 33fl'H-Ha6' |TÌa+96 

i° resto 18a*6— 27a6'-f-96 3 
18a'6— 27a6M-96 3 

2° resto 0 

Dunque il mass. com. div. di A' e B' è 2a'— 3a6-H>*, quindi il 
mass. com. div. dei due polinomi A e B, sarà: 

D=(2a'— 3a6-h6 8 )6a«6 2 =i 2a 4 6«— 1 8a 3 6 3 -r-6a'6 4 . 

Corollario. — Per trovare il minimo multiplo comune di due 
o più polinomi basta applicare i teoremi dei n. 36, 37 e 38, so- 
stituendo i polinomi ai numeri. 

Quindi applicando il 2° teorema del n. 36 ai due polinomi pre- 
cedenti si trova che il loro min. mult. com. è 

^=4Sa 10 6 6 — 96a 9 6 a — 252a'6 4 +l 5Ga 7 6 5 
4-1 68a e 6 e -624a 5 6 7 -+-324a 4 6 9 -48a , 6'. 
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CAPITOLO V. 

SUI NUMERI E FATTORI PRIMI. 



40. — Teorema. — Se un numero N non ha alcun divisore 
minore di j/W e non è divisibile per yw, esso numero è primo. 

Infatti N=i/Ty$, quindi se N avesse un divisore d>f/N7 il 
N 

quoziente —j- sarebbe un altro divisore di N, e questo divisore sa- 
rebbe minore di }/T, il che è contro l'ipotesi. Dunque il numero 
N non ha alcun divisore nè minore, nè eguale, nè maggiore di 
j/N, dunque N è un numero primo. 

41 . — Teorema. — La serie dei numeri primi è illimitata. 
Infatti, supponiamo che ciò non sia vero, e che sia N il massimo 

numero primo, e siano 2, 3, 5, 7, 14, i numeri primi infe- 
riori ad N. Consideriamo il numero N'=2.3.5.7.H N+l : questo 

numero N' ha un divisore primo maggiore di N, perchè altrimenti 

questo divisore sarebbe un fattore del prodotto 2.3.5 N, e quindi 

dovrebbe essere anche un fattore di 1 (n. 17), il che è assurdo ; 
dunque N non è il massimo numero primo, e quindi non poten- 
dosi avere un numero che sia il massimo numero primo, segue 
l'enunciato del teorema. 

42. — Teorema. — Tutti i numeri primi, eccettuati il 2 ed il 
3, sono della forma 6m±:l, essendo m un numero intiero. 

Infatti qualunque numero intiero ha una delle forme seguenti: 
6m, 6m-H, 6mH-2, 6ro-+-3, 6»H-4, 6m+-5. I numeri della l a , 
3 a , 4 a e 5 a forma sono rispettivamente divisibili per 6, 2, 3, 2, 
dunque non sono primi, dunque i numeri primi appartengono uni- 
camente all'una o all'altra delle due forme 6m+l, 6«M-5: ma 
6m-+-5=:6(ttH-1 ) — 1=6» — 1; dunque i numeri primi sono della 
forma^6m:±l . 

Il teorema reciproco è falso ; cioè non tutti i numeri della forma 
6m-tl sono primi. Infatti 49=6.8-4-1=7.7, 35=6.6—1=7.5. 

Non esiste alcuna formola che rappresenti solamente numeri 
primi, tuttavia alcune formole ne dànno un certo numero. Per es.: 
nella formola N=#*— aH-41 dovuta ad Eulero, dando ad x suc- 
cessivamente i valori 0, 1, 2, 3,...., i 40 primi valori di N sono 
numeri primi. La formola N=r*-4-#-|-17 da 17 numeri primi pei 
primi valori di x; la formola N=2#M-29 ne dà 29. 

43. — Teorema. — // prodotto di più divisori oV un numero 
primi fra loro due a due è un divisore del numero stesso. 

Siano a, 6, c, d,.... i divisori primi fra loro due a due, d'un 
numero N, noi possiamo scrivere N=ar/; ora b divide N, ed è 
primo con a, dunque divide q, e quindi g=ba-, e perciò N=a6.g' y 
dunque N è divisibile per ab; ma c divide N, ed essendo primo 
con a e con b è primo con ab } dunque c è fattore di q' e quindi 
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q'=zcq" ed N=abc.q' f > dunque abc è divisore di N: e cpsi di se- 
guito si viene a dimostrare che il prodotto di un numero qua- 
lunque dei fattori a, b, c, è un divisore di N. 

Problema. — Trovare tutti i divisori d'un numero. 

Comincio a cercare il più piccolo divisore primo del numero 
dato N, quindi cerco il più piccolo divisore primo del quoziente 
ottenuto dividendo N per il primo divisore trovato, e cosi di se- 
guilo finché ottenga un quoziente che sia un numero primo. Siano 
a, b, c, d,.... i fattori primi diversi trovati, dei quali ciascuno può 
esser ripetuto più volte, per es.: a a volte, b j? volte, c y volte, 

a fi 

ecc. . . ; quindi N avrà per divisori a, a*, a 3 , . . , a , b, b\ b\ .. , 6 , c, c*, 

y 

c 8 ,..., c Formo la tavola seguente: 



1 


a 


a' 


a 9 . . . 


a 


1 


b 


b* 


b* . . . 




1 


c 


c* 


c" . . . 


r? 



(A). 



Moltiplico tutti i numeri della 1* linea per tutti quelli della 2*, 
poi tutti i prodotti ottenuti li moltiplico successivamente per tutti 
i numeri della 8 a linea, quindi moltiplico tutti questi ultimi pro- 
dotti per tutti i numeri della 4" linea, e così di seguito. Gli ul- 
timi prodotti cosi ottenuti sono tutti divisori di N, perchè i fattori 
che entrano in ciascun prodotto sono divisori di N primi fra loro 
due a due. 

I termini della l a linea della tavola (A) sono in numero a-f-1, 
quelli della 2 ft j3-M, quelli della 3 a 7-h1, quindi i primi prodotti 
sono in numero (*-+-i503-M), i secondi prodotti sono in numero 
(a-+-l)(J3-M)(7-M), ecc., gli ultimi prodotti in numero 

(*-M)(j3+iXr-Hi)0+l)...., 

dunque chiamando n il numero dei divisori di N, sarà 

«=(o-H ) CP-M ) (y-H ) (0-4-1 ) 

Corollario 1° — II numero dei divisori d'un numero N è pari 
a meno che i fattori primi diversi abbiano tutti esponenti pari f 
cioè a meno che N sia un quadrato perfetto d'un numero intiero. 

Corollario 2° — Se i divisori d'un numero si dispongono per 
ordine di grandezza, cominciando da 4 e terminando col numero 
stesso, il prodotto di due divisori presi in questa serie ad egual 
distanza dagli estremi è costante ed eguale al numero stesso. 

Sia infatti N il numero, ed 1, a, b, c, d,'... t g, h, l, N la serie dei suoi 
N 

divisori ; — sarà pure un divisore di N, e siccome a è il più pic- 
colo divisore di N dopo 1, il quoziente — sarà il maggiore dopo 
qp=N, cioè sarà /, dunque rti=N.4. Lo stesso ragionamento si 
può ripetere pei divisori ò ed h> c e g, ecc. 
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Problema. — Trovare un numero N che abbia n divisori. 
Scomponiamo n in un prodotto di fattori a, 7,... di modo che sia 

n=a.j3.y...., il numero N sarà della forma N=a .6 .c 
essendo a, 6, c,... numeri primi. 

44. — Problema. — Determinare quante volle un numero primo 
a è fattore nel prodotto della serie dei numeri naturali da i fino 
ad n ; 0 in altri termini: determinare qual è la più alta potenza 

di a che divide il prodotto P=1.2.8 n degli n primi numeri 

naturali. 

Dividiamo n per a, sia n f la parte intiera del quoziente; nella serie 
proposta troviamo gli n' numeri a, 2a, 3a,...n f a che sono i soli 
fattori del prodotto P divisibili per a. 11 prodotto di questi n f fattori 

si può scrivere nel modo seguente: 0=1.2.3 n'a* \ e quindi 

la più alta potenza di a contenuta in P si ottiene moltiplicando 
a" per la più alta potenza di a che divide il prodotto P'=1.2.3...n / . 
Ragionando su questo prodotto come su P si dimostra che la mag- 
gior potenza di a che divide P' si ottiene col dividere n f per a, e, 
chiamato n ,f il quoziente incompleto, col moltiplicare a" per la 

f)iù alta potenza di a che divide il prodotto P''=1.2.3...n' / . Dunque 
a più alta potenza di a che divide P sarà eguale al prodotto di 
a* +"' per la più alta potenza di a che divide P". Cosi si conti- 
nuerà nnchè si venga ad ottenere un quoziente incompleto n'", 
per es., che sia minore di a, e allora si conchiuderà che la più 
alla potenza di a che divide il prodotto P è eguale a a n ' + *'+*"> 
ossia che il numero a è fattore n'-Hi' / -hn' / ' volte nel prodotto P. 

Per es.: si voglia trovare la più alta potenza di 9 che divide il 
prodotto 1.2.3 10000: si avrà successivamente n = 10000, 

■*»i™$=MM, ,,"=1^=123, „-=f=13 ) »«4=1.0ra 

n'-4-n ,/ 4-w"'-hn lv =1248, dunque la potenza cercata è 9 1,4S , cioè 
il 9 entra 1248 volte come fattore nel prodoti 0 proposto. 

45. — Teorema. — Sia p un numero primo con a; se si divi- 
dono per p i multipli successivi di a fino a (p— l)a inclusivamente, 
i resti di queste divisioni saranno tutti differenti. 

Supponiamo che due multipli ma, m'a minori di pa diano il 
medesimo resto r, potremo scrivere: ma=pa-r-r, m'a=pq'-\-r, 

donde (m — m t )a=p(q— q'), e quindi fl 1 ^ =q—q', perciò p 

dividerà il prodotto a(m — m'), ed essendo per ipotesi p primo 
con a, p dovrà dividere m—m', il che è assurdo perchè per ipo- 
tesi ni ed m' sono minori di p. 

Corollario. — Se si continua a dividere per p i multipli di a 
maggiori di pa, si trovano per resti quelli già ottenuti nelle prime 
divisioni, e nello stesso ordine fino a che si divida 2ap, e lo slesso 
avviene per tutti i multipli di a compresi tra due successivi mul- 
tipli di p. Siano infatti r, r', r / ',...r('"~ 1 ) i p — 1 resti che si otten- 
gono dividendo a, 2a, 3a,...(p— \)a per p, e supponiamo che si 
abbia 

a=pq+r, 2o=pg'4-r', 3a=pq"-r-r",... f (p-1)a=p^- l 'H-r<' > - l) . 

Levi 3 
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Se ad ambi i membri di ciascuna di queste eguaglianze aggiun- 
giamo mpa avremo: 

(mp-H )a=(ma+q)p+r, (mp +V)a=(m(H-q , )p+r f , 

(mp-\-3)a=(ma+q")p+r r ', . . [(m-M )p-\ ]a=(ma-+^ (p - 1) )p-K 0> - 1) , 

cioè ì resti delle divisioni di (mp+1)a, (wip-+-2)a, (mp-+-3)a, 

per p sono ancora r, r', r",.— 

46. — Teorema. — Sia p un numero primo con a; se si di- 
vide per p la serie delle potenze 1, a, a', a',...: 

4° Vi sarà almeno una di queste potenze minore di a*, la quale 
darà per resto 1, e sino alla più piccola potenza che soddisfa a 
questa condizione tutti i resti saranno differenti; T al di là i me- 
desimi resti si riprodurranno periodicamente. 

1° Siccome ì resti debbono essere tutti minori di p y non se 
ne possono trovare più dip — 1 differenti, quindi fra i p termini 
1, a, a 2 ,..., a** -1 se ne troveranno almeno due die danno lo stesso 
resto. Siano o w , a m ' questi due termini, pel n. 16 la differenza 
a m ' — a m è divisibile per p. Ora a m> —a m —a m (a m '~ m —\)\ dunque p 
deve dividere il prodotto a m (a m '~ m — 1) ed essendo primo con a" 
dividerà a m ~ m — 1 , cioè il termine a m '~ m diviso per p dà per resto 1 . 

2° Poniamo adunque mt — m=n, sarà (1) a*s=p£-H ' molti- 
plichiamo i due membri di quest'eguaglianza successivamente per a, 
a 8 , a 3 ,... avremo: a n+l =paq-r-a, a n+9 ==j)a 2 </-Hi 2 , a n+3 =pa 9 q-f-a i } ... 

Quindi i resti di a H+1 , a a+? , a"+ 3 , sono rispettivamente eguali 

a quelli di a, a*, a s , 

Scolio 4° — Dalla (1) deduciamo le seguenti eguaglianze: 

a?*=;pa n q-r-a*, a^^pa^q-k-a?" , a 4 *=pa 3 *<7-ha 3 * , , 

cioè il resto 1 corrisponde a tutte le potenze intiere di a", cioè 
a tutti gli esponenti ai a multipli di n. E reciprocamente: qua- 
lunque potenza di a che dia il resto 1 è una potenza di a n \ di- 
fatti il resto di una potenza non cangia aggiungendo o togliendo 
all'esponente un multiplo di n, pel teorema precedente, quindi se 
questo esponente non fosse multiplo di n si potrebbe ridurlo ad 
essere minore di n e differente da zero, e allora a" non sarebbe 
più la più piccola potenza di a che desse il resto 1. 

Scolio 2° — Allorché si conoscono i resti del 1° periodo delle 
potenze di a, facilmente si ottiene il resto di una potenza qualunque 
di a. I resti del 1° periodo si possono trovare direttamente od 
anche valendosi dell'osservazione che, trovato il resto r corrispon- 
dente ad a m , per trovare quello corrispondente ad a m+1 basta mol- 
tiplicare r per a o per il resto di a e dividere quindi il risultato 
er p. Si voglia, per esempio, cercare il resto della divisione di 
WT per 13: formiamo la tavola seguente: 

Potenze 7° 7 1 7» 7 3 7 4 T 7' 7 7 7 9 7" 7 10 7" 7 11 
Resti 1 7 10 5 9 11 12 6 3 8 4 2 1 

Moltiplicai, cost. -]_]_]_]_]_ 7 7_ 7_ 7_ 1 

Prodotti 70 35 63 77 84 42 21 56 28 14 

Resti 5 9 11 12 6 3 8 4 2 1 
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Dei numeri della 2* linea basta trovare i primi tre direttamente, 
gli altri si ricavano valendosi dell'ultima osservazione fatta prece- 
dentemente. Così il quarto resto si ottiene col moltiplicare per 7 
il terzo resto 10 e dividere per 13 il prodotto 70, il resto 5 che 
si ottiene è il quarto resto. Per ottenere il quinto resto, moltipli- 
chiamo per 7 il quarto resto 5, e dividiamo per 13 il prodotto 
35, il resto 9 è il quinto resto, e cosi per gli altri. Ora dividiamo 
587 per 12, 587=12.4S-hll, quindi 7 5 ' 7 =7 12 < 8 .7», e perciò il 
resto di 7 587 è eguale a quello di 7", cioè è 2. 

Cerchiamo ancora il resto della divisione di 7 5 " per 9 ; abbiamo 
per le successive potenze 7 1 , 7*, 7 S , i resti corrispondenti 7, 4, 1. 
Ora 587=9.65-1-2, dunque il resto di 7 587 è eguale a 4. 

Scolio 3° — Se p non è primo con a, il teorema non sussiste 
più, poiché nell'eguaglianza (1) a* e p avendo un massimo comune 
divisore maggiore di 1, anche p ed r avranno questo massimo co- 
mune divisore e quindi r non potrà mai essere eguale ad 1. 

47. — Teorema di Fermat. — Se p è un numero primo che non 
divide a, la divisione di a*- 1 per p dà per resto 1, cioè aP-'— 1 è 
divisibile per p. 

Siano q y q\ (/",... i quozienti; r, r', r",.... i resti che si otten- 
gono dividendo per » le p — 1 quantità a, 2a, 3a, , (p— 1 )a: 

avremo a=pq-\-r y < za=rtq'-\-r , J Sa=pq"-+r" , ; moltiplicando 

queste uguaglianze memoro a membro fra loro otterremo: 

a. 2a. Sa (p— 1 )a=p(H-rrV' (1 ) 

I resti r, r', r",... sono tutti differenti fra loro (numero 45) ed essi 
sono in numero di p— 1 e tutti minori di », dunque dev' essere 

necessariamente rrVV" =rl.2.3 (p— 1); quindi la (1) si può 

scrivere cosi: 1:2.3 (p — l)aP _1 :=ptf-hl.2.3 (p— 1 ), donde 

1.2.3 (p— i)(aP- 1 — l)=pQ. Dunque il primo membro dell'ultima 

uguaglianza è multiplo dip; ma il prodotto 1.2. 3...(p— 1) è primo 
con p poiché questo è un numero primo, dunque a*- 1 — 1 e divi- 
sibile per p. 

Scolio 1 0 — Se a p_1 non è la più piccola potenza di a, oltre la 
potenza a°, che dia il resto 1, lo scolio 1° del teorema precedente 
prova che l'esponente di questa minima potenza dev' essere un divi- 
sore di p — 4. 

Scolio 2° — Se a?~ l è la minima potenza di a oltre a°, che 
dia il resto 1, p dev'essere un numero primo. Infatti pel teorema 
precedente, i resti che precedono la divisione di a?~ l sono tutti 
differenti tra loro, e quindi essi devono comprendere tutti i nu- 
meri l,2,3,....,(p — 1), i quali però possono essere disposti comunque. 
Ora se p non fosse primo, e che avesse un fattore primo n mag- 
giore di 1, n farebbe parte dei n — 1 resti, e per conseguenza si 
dovrebbe avere un' eguaglianza della forma, a*=pQ-+-n, e quindi 
n fattore del secondo membro sarebbe anche fattore di a k e perciò 
a ed n avrebbero dei fattori comuni, quindi a e p non sarebbero 
primi fra loro; per conseguenza, per lo scolio 1° del teorema del 
numero 46, non si potrebbe trovare al disopra di a° una potenza 
di a che desse il resto i. 
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Scolio 3° — Supponiamo che p sia un numero primo, se si 

vuole che le potenze a°, a\ a% , a p ~ l diano per resti tutti i 

numeri inferiori a p, bisognerà scegliere a in modo che a?~ l sia la 
più piccola potenza al disopra di a 0 che dia il resto 1; e se dei 
numeri che soddisfanno a questa condizione non si prendono che 
quelli minori di p> si avranno i numeri detti da Eulero radici 
primitive rapporto a p. Riporteremo qui le radici primitive di alcuni 
numeri primi. 



Numeri p 

3 
5 
7 
11 
13 
17 
19 



Radici primitive di p 
| « Per esempio nel caso di 



9 8 ^ 



»=7 abbiamo: 3 7 -" 1 =7.g-H, 
SP-^.o'-hl ; nel caso di 

2 0 i w p=19 atbiamo 

3; 5; 6! 7, IO, 11, 12, 14 
2, 3, 10,13,14,15 



48. — Teorema. — Il quadrato di un numero primo y dimi- 
nuito di 1, è divisibile per 42. 

Sia N il numero; noi abbiamo N*— 1=(N— 1)(N-M). Ora se N è 
un numero primo, N — 1 ed N-H sono numeri pari, dunque il loro 
prodotto è multiplo di 4; d'altronde dei tre numeri consecutivi 
N — 1, N, N-M uno è necessariamente multiplo di 3, e non potendolo 
essere N lo sarà N — 1 od N-M, e quindi il prodotto (N— 1)(N-M) 
cioè N 2 — 1 è multiplo di 3 e di 4 e perciò multiplo di 12. 

49. — Teorema. — Siano i dtie numeri m, n, e sia m=kn-hh ( I ). 
1° Si possono sempre trovare due numeri interi x ed y tali 

che si abbia nx=my (2); 

2° Se m ed n sono primi fra di loro, i più piccoli valori di 
x e di y che soddisfanno alla (2) sono rispettivamente m ed n; 

3° Se p è il massimo comune divisore di m ed n, i più pic- 
coli valori di x e diy che soddisfanno alla (2) sono rispettivamente 
m n 

Infatti: 1° L'eguaglianza (2) è evidentemente soddisfatta ponendo 
r=m, yz=n ed in generale dai valori x=pm, y=pn\ 

2° Se m è primo con n anche h sarà primo con n; sostituendo 
nella (2) ad m il suo valore (1), si ha nx=y(kn-r-h)=kny-hhy f 

donde x — ky= (3); siccome h è primo con n il secondo 

n 

membro della (3) non può essere intiero se non si prende y mul- 
tiplo di n, dunque il più piccolo valore di y che soddisfaccia alla 
(2), sarà y=n, ed allora dalla (3) si ricava x=ky^h—nk-\-h=zm ; 

3° Sia m—pm', w=pn', per la (1) h sarà multiplo di » e si 
potrà porre h~ph', ed allora m' 9 n! saranno primi fra di loro. 

La (3) diventa x—kt/=^- (3'), ed essendo n' primo con h' y dovrà 

y essere multiplo di n', quindi il più piccolo valore di y che rende 



Digitized by Googl 



37 

il secondo membro della (3') intiero, sarà y=n'=— : allora dalla 

, &n . . . h n . , h nk-hh m V 

(3 ) si ricava #=A-y-+ — =— ah — = =— . 

' \ p p p f f 

Questo teorema si può anche enunciare nel seguente modo. Se 
sulla circonferenza di un circolo si segnano m punti che si uni- 
scano di n in n per mezzo di rette: 1° Si finirà sempre per lor~ 
nare al punto dt partenza; & Se m ed n sono primi tra loro 
non si tornerà al punto di partenza che dopo esser passato per 
tutti gli altri punti di divistone ; 3° Se m ed n non sono primi 
tra loro il numero dei punti per cui si dwe passare per ritor- 
nare al punto di partenza sarà un divisore di m. Infatti, sia x il 
numero delle rette che si debbono tirare per ritornare al punto di 
partenza, ed y il numero di giri intieri che si debbono fare a tal 
uopo. Le quattro quantità x, y, m, n, dovranno soddisfare alla 
relazione (2), e quanto ad m essó si può benissimo porre sotto la 
forma (1), quindi si ricade sul teorema precedente. 



CAPITOLO VI. 

SULLE FRAZIONI. 



aO. — Teorema. — Se st prendono diversi numeri intieri, 

... 1 1 

in, n, p, q,..., e con essi si formano le frazioni semplici — , — . 

1 \ 111 1 m 11 

— di un'unità qualunque; — di — di — di — di 

p q m ti p q ^ 

questa unità sarà eguale alla frazione semplice 

m.n.p.q 

della stessa unità. 

j 

Dividiamo in fatti la frazione — in m parti eguali, ciascuna di 

queste parti è eguale ad — di — dell'unità, e siccome l'unità con- 
^ r ^ m -j fi -j 

tiene n volte—, la frazione — di — sarà contenuta m.n volte 
n m n a 

nell'unità, e quindi sarà eguale ad dell'unità. Prendiamo 

* j[ m.n 

ora la frazione e dividiamola in p parti eguali, ciascuna di 

m.n 1 j r v 11 1 

queste parti sarà eguale a — di ossia ad — di — di — del- 

r p ni.n m n p 

l'unità, e quindi sarà contenuta m.n.p volte nell'unità, e sarà perciò 

eguale ad — — dell'unità ; cosi procedendo si dimostra il teorema 
° m.n.p 

generale. 

Corollario 1° — Se k è il massimo comune divisore dei due nu- 

\ 

meri a e b, la frazione ~r è la minima frazione multipla comune 

1 1 

delle due frazioni — , E se h è il minimo multiplo comune 
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\ 

dei due numeri a e b, la frazione è la massima frazione sem- 
plice che divida le frazioni — , -r-. 

1 a b 11 

La frazione -j- è multipla delle due frazioni --, j perchè * è 

divisore di a e k Difatti possiamo scrivere a=km, b=kn essendo m ed 
ti due numeri inUeri, quindi L=*-=Ui\, T = ST = "n 

1 4 

Cioè la frazione — contiene m volte la frazione — ed n volte 

4 * a 
la frazione j ed è perciò multipla comune delle due frazioni. 

Siccome poi k è il massimo comune divisore di a e b, -^-sarà 
la più piccola frazione che sia multipla comune delle due frazioni 
— , y . In modo analogo si dimostra la seconda parte del corol- 
lario. Generalizzando questo corollario si hanno i seguenti due 
teoremi : 

Teorema 4° — Se h è il massimo comune divisore di più nu- 

\ 

meri a, b, c..., la frazione -r- è la minima frazione semplice mul- 

4 4 4 

tipla comune delle frazioni — , 
r a b c 

Teorema 2° — Se h è il minimo multiplo comune di più nti- 

meri a, b, c,..., la frazione X- è la massima frazione semplice 

• 4 4 4 

che divida le frazioni — , -r- , — . 

' a b c 

Corollario 2° — La somma o la differenza di due frazioni semplici 

14 .1 

— , — è equale ad rctm volle la frazione semplice — . — La 
wi' n j 1 ' ' i 1 mn 1 

frazione — contiene n volte la frazione — , e la frazione — 
m 4 mn n 

contiene m volte la frazione — , dunque 

mn 

14 1^1 1 



m n mn mn mn K ' 

1 1 

Corollario 3° — FI quoziente della divisione di — per — è e- 

^ -1 m r n 

guale ad n volte la frazione — . Il prodotto del quoziente pel 

divisore deve essere eguale al dividendo, quindi, osservando che 
14 14 

— ,y=y di —, chiamato q il quoziente, avremo 

11,. 4 , 1 
q. — = — di a— — , dunque fl= — .». 
H n n H m' M 1 m 

n 1 
Corollario 4° — La frazione — è eguale ad — di n, cioè è 

m m 

eguale al quoziente della divisione di n per m. 
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Infatti - di n=- di H-l di i-H — di H-.... 

m m m m 

i/i ?/i 7/t m ' m ' m " 

51. — Teorema. — Se si aggiunge un medesimo numero ai 
due termini di una frazione, il risultato sarà compreso fra 1 e 
la frazione. 

Sia ~ la frazione, aggiungiamo ai due termini il numero w, 

avremo la frazione g-j-^ - Ora distinguiamo due casi: l°a<k Sic- 

. 6 , À a b a b—a . . b-hn 
come 1=-^-, sarà 1 — j-=-j-, e siccome 1=1-7-7,, sara 



ancl,C *-T^= H-n = 55- Ma — dun 1 ue 13 

differenza fra 1 ed -f- é maggiore di quella fra 1 ed ( 

a-hw a p-H* 

dunque y-j-^ è compreso fra \ ed y. 2° a>£. Noi abbiamo 

a . a— £ a-hn a — 6 a— b. a—b , a-H* 

y- 1= — . TTn- i= m- m — >H^r dunt i ue ^5 

è compreso fra -j- ed 1. 

Corollario. — Se a<6, la frazione -r- è propria, cioè minore 
dell'unità, e quindi pel teorema precedente sarà g-— >-^; al con- 
trario se a>6, la frazione -y è impropria, cioè maggiore del- 
l'unità, e quindi sarà pel teorema precedente — <y ; possiamo 

dunque conchiuderne il seguente: 

Teorema. — Se si aggiunge uno stesso numero ai due termini 
d'una frazione, la frazione risultante è maggiore della pì-oposta se 
questa è propria, il contrario avviene se la frazione proposta è 
impropria. 

Teorema. — Se si toglie imo stesso numero ai due termini di 
una frazione, questa è compresa tra 1 e la frazione risultante. 

Sia -g* la frazione; togliamo ad ambi i termini il numero m, 

risulterà la frazione j^jj. Distingueremo ancora 2 casi: 

i° Se a<Jb, abbiamo 

. a b — a . a — n b — a n h— a b - a 

b ~~ 1- " JT^-b^i b S-n' 

dunque -y è più vicino ad 1 che non la frazione ; ma tutte 
due le frazioni sono minori di 1 ; 
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2° Se a>b, abbiamo ——1=^—, y — - — 1=^ . Ora 

rt _fc a _i a b b b-n b — n a _ n 

-y- <^-—jj, dunque -y è ancora più vicina all'unità che non ^— -, 

ma tutte due le frazioni sono maggiori dell'unità. Dunque in en- 
trambi i casi la frazione proposta e compresa tra 1 e la risultante. 

Corollario. — Se a<Jb sarà j^j-<-p e invece se a>b sarà 

^?>y, possiamo quindi stabilire il seguente 

Teorema. — Se si toglie uno stesso numero ai due termini di 
una frazione, la frazione risultante è minore della proposta se 
questa è propria, il contrario avviene se la frazione proposta è 
impropria. 

52. — Teorema. — Si abbiano le due frazioni -r-, la frazione 
a-Hz' 

r -^-jj i è compresa tra le due frazioni proposte; e la maggiore di 
queste è compresa fra la frazione e la minore. 
Noi abbiamo 

a_ a+a' __ a{b+b')— b(a-ha') _ ab f — a'b _a a ! _ab ! —ab 

b b+b>- b(b+V) ~b(b+b f y b bi—~w ' 

n ab'—a'b.ab'—a'b , a-t-a' . , a . a' 

0ra 6(H^<--W-> dun( * ue ò+ò 7 è com P reso fra T ed T 

Noi abbiamo ancora 

a-a' a r J < a—a')b'-(b--b')a'_ jib'--a'b 

b=F b'~ b\b-b') ~b\b-b') 

M ab f —a'b^ ab'— a'b A a . „ a — a' , a' 

Ma mzV)> W ' que T è com P reso rra 5Hp ed T r 

a a' a" 

53. — Teorema. — Si abbiano le frazioni x , -r n jjf, ; la 

frazione fe: ^ y y ; è compresa fra la maggiore e la mi- 
nore delle frazioni proposte. 



Sia ^=/i la maggiore, ^=k la minore delle frazioni proposte, 

sarà y<A T/<' f > p </»,..., ossia <i<M, a! Kb'h, a" <b"h y ..., 
e quindi a-Hi'-Hz''-K . . <Cjbh-\-b f h-\-b"h-\-..., ossia 

s^^= F <W^ > oss,a !, <* <*>• 



a. . a' . «" 



Noi abbiamo ancora y>*, g77>*,-.,ondea>Mr,{i'>6'A-, 

a">b"k y .. y e quindi — > », , r , ■// . , ossia 

F > 6 +6'+6»+...... c,oe F >* 
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Dalie (1) e (2) ricavo A*<F<A. Ciò che dovevasi dimostrare. 

n -, a a' al' , a+a f -+-a" -{-... a 

Corollario. - Se y =^= F =..., sarà g^q^ =y ' 

54. — Teorema. — Una frazione i cui termini siano primi tra 
loro è irreduttibile , cioè non può essere espressa con termini 
minori. 

a h 
Sia -r la frazione i cui termini siano primi tra loro, e sia -j- 

a 

un'altra frazione eguale ad y . Se moltiplichiamo per k i numeratori 

di queste due frazioni, le frazioni risultanti saranno ancora eguali ; 

li h a k 

ma -j-=A, dunque sarà ~^-=zh, e quindi ak dev'essere multiplo 

di 6, ma a è primo con b, dunque k dovrà essere multiplo di b, 
cosicché sarà k=b.q, e quindi sarà h=^-^3=aq. Ora i più pic- 
coli valori di ft e A, che soddisfacciano alla condizione d' essere 
rispettivamente multipli di a e 6, corrispondono al valore q=i, e 
sono quindi rispettivamente a e b, che è ciò che si voleva dimostrare. 

Corollario. — Per ridurre una frazione ai minimi termini, con- 
viene cercare il mass. com. div. dei suoi due termini , e quindi 
dividere ciascuno di questi per il mass. com. div. trovato ; i quo- 
zienti saranno i termini della frazione irreduttibile eguale alla 
proposta. 

55. — Le quattro operazioni sulle frazioni. 

Addizione. — Sia m il min. mult. com. dei denominatori delle 

frazioni y, di modo che sia m=kb=k f b , =k' f b' f : avremo 

a _ka_ka fl'_ A'a' A'a' a» _ k"a" _ AV p . 
T-kb~m' T'-Yb>-^ b»'W¥>-~~m~' Pomamo 

ka=a, AW=*', A"a"=ot". Ora m.—=( — di aVm=- di a=a, 

m \m / m 

a' a" a a' ot f/ 

771 m r?ì 7H m 

(a a' a' ; \ 
m + m + ro /*=Mh*'-H*'', e ^ indi 

a a' a " a+a^-a'' a a' a" ka+k'a'+k"a" 

m+m+m- m ' *■"■*»• -B+"F + F= . 

Onde la seguente regola : — Per trovare la somma di più frazioni, 
si cerca il min. mult. com. dei denominatori, e questo si divide 
per ciascun denominatore, si moltiplicano quindi 1 quozienti otte- 
nuti per i corrispondenti numeratori; la somma di questi prodotti 
sarà il numeratore, e il min. mult. com. trovato sarà il denomi- 
natore d'una frazione che sarà la somma cercata. 

Sottrazione. — Con un ragionamento analogo al precedente si 
ottiene la seguente regola: — Per trovare la differenza di due 
frazioni si divide il min. mult. com. dei denominatori delle due 
frazioni pei' ciascun denominatore, e si moltiplicano i quozienti 
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per i corrispondenti numeratori; la differenza di questi due pro- 
dotti sarà U numeratore, e il min. mult. trovato u denominatore 
d'una frazione eguale alla differenza cercata. 



a a' a" 



Moltiplicazione. — Si voglia calcolare il prodotto -p-p*^— 
Poniamo -|-=7, -|/=<7\ |t7=</",.., onde a=bq, a r =b'q', a"=b"q",.. f 
e quindi •.^^..^.^^^V^..== 9 YY , »- 6 ^-^--i 



a a' a" a. a'. a" 



e per conseguenza q.q .q -^.-^.j^...= ^ ^ ^ n — . Onde la se- 
guente regola: — Il prodotto di jriù frazioni è una frazione che 
ha per numeratore il prodotto dei numeratori y e per denominatore 
il prodotto dei denominatori delle frazioni date. 



a a! 
— Sia -r- la frazione dividendo, -77 la frazione divi- 

o b a' a 

sore, e q il quoziente cercato; dobbiamo aver l'eguaglianza ~g.q—-^ ì 

ossia ^=-p ossia ^ T =~, donde a'bq=ab' t dalla quale si ri- 
cava g=^==y.~ donde la seguente regola: — Il quoziente della 

divisione d'una frazione per un'altra è eguale al prodotto della 
frazione dividendo per la frazione divisore capovolta. 

56. — Teorema. — Il resto d' una divisione e il prodotto del 
divisore per Veccesso del quoziente esatto sulla sua parte intiera. 

Ogni numero si può rappresentare sotto forma di frazione; sia 

j a .. .» , a' .. . . ... a a 1 ab 1 

dunque il dividendo, -y il divisore; noi abbiamo -g- : -y=^ t 

poniamo ab ! z=m.a'b-+-k, avremo ^j=wH-Jj (1); m sarà la 

parte intiera del quoziente e ^ sarà l'eccesso del quoziente esatto 

sulla sua parte intiera. 

Ora il resto d' una divisione è l'eccesso del dividendo sul mas- 
simo multiplo del divisore contenuto nel dividendo, cioè sul pro- 
dotto del divisore per la parte intiera del quoziente; chiamando 

a a! 

dunque R questo resto, avremo R=-? — m.-n (2). Ma dalla 

a a 1 a 1 k 
(1) abbiamo -g-=m-p-h-g7.^, dunque sostituendo questo valore 

di ~ nella (2) avremo Ciò che dovevasi dimostrare. 

Per es.: 4p diviso per f dà per quoziente Y=34-f, dunque il 
resto della divisione sarà |«|=||. 

57. — Divisori e multipli comuni di più frazioni. — Tutta la 
teoria esposta nei capitoli precedenti sui multipli e sottomultipli dei 
numeri, si applica tanto ai numeri intieri quanto ai frazionarii , 
quindi ricordandoci che una grandezza dicesi multipla d' un' altra 
quando la contiene un numero intiero di volte, e che in tal caso 
la seconda dicesi un divisore 0 sottomultiplo della prima, ci sarà 
facile il trovare un multiplo comune od un divisore comune di due 
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o più frazioni. Un divisore comune di più grandezze chiamasi anche 
comune misura di queste grandezze, e questa locuzione si applica 
specialmente al caso in cui una o tutte due le grandezze sono 
espresse da numeri frazionari. È evidente che per trovare un mul- 
tiplo comune od un divisore comune, e quindi anche il min. mult. 
com. ed il mass. com. div. di più frazioni, tasterebbe ridurre queste 
frazioni allo stesso denominatore, e quindi cercare il multiplo od il 
divisore comune, che si desidera, dei numeratori. Trovato questo 
multiplo divisore comune h, quello domandato sarà una frazione 
che ha h per numeratore e per denominatore il comune denomi- 
natore trovato. Per es.: si debba cercare il mass. com. div. delle 
frazioni }, % }; il denominatore comune è 8, e si ha |=^; 
il mass. com. div. di 6, 12, 7 è 1. Dunque il mass. com. div. 
cercato è \. V'ha però un altro metodo, il quale permette di ope- 
rare direttamente sulle frazioni stesse, e questo metodo si fonda 
sui teoremi dei numeri 32, 36. 

Si debba per es. cercare il mass. com. div. delle due frazioni 
§, T \. Dividiamo la maggiore per la minore, ed abbiamo 

5 . _I_ 45 4 i n / 

8*18 28 1 « l-2Sf 

il resto della divisione è (n. 56) R= 7 /is • 17 /sì8= 17 /72- 
Dividiamo la frazione minore 7 / 18 per il resto 17 / 72 , ed abbiamo 

'/is : w /»=if=«+ ll /i7, 
e chiamando R' il resto, sarà R'= 17 /7 2 X 11 /i7= 11 /72- Dividiamo R per 

R', i 7 / 7 o: u /72= l7 /u= 1 + 6 /ii» e 11 rest0 R ==ft- H=A; dividiamo 
R' per V, 1% : X=Ucd+*L, e il resto ^'=6/ 6 xi/ 12 =*/ 72 ; 
dividiamo R" per tf ", l/ lf : */ 7a =6/ 6 =l-hi/ 6 , e il resto 

r-=5/ 72 xv 5 = 1 /72; 

dividiamo R'" per R IV , 5 / 72 : l /7*=5. Dunque t/ 72 è il mass. com. 
div. cercato. 

Si debba ora cercare il min. mult. com. delle due precedenti 
frazioni. Moltiplichiamo le due frazioni fra loro e dividiamo quindi 
il prodotto per il mass. com. div. trovato chiamato M il 

min. mult. com. che si cerca, sarà 

M _ 5. 7 1 _ 72.5.7 _5.7_35 

M -8l8-72- 8.48 ~ ! T 

Teorema. — // massimo multiplo comune minore di A di più 
frazioni è eguale al prodotto del min. mult. com. delle frazioni 
date pel quoziente intiero della divisione di A per suddetto minimo 
multiplo. 

Sia difatli -r- il min. mult. com. trovato, e sia p la parte in- 
tiera del quoziente della divisione di A per y, avremo A> 
à<-y(p-H) dunque è il massimo multiplo di ^ contenuto 
in A. Ma un multiplo di ^ è multiplo comune delle frazioni date, 
dunque, ecc. 
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58. — Conversione d'una frazione ordinaria in decimale. — 

Teorema. — Una frazione ordinaria irreduttibile si può trasfor- 
mare in frazione decimale finita, cioè con un numero limitato di 
cifre, allora soltanto che il denominatore non contenga altri fat- 
tori fuorché il 2 ed il 5. 

Sia y la frazione data, se essa si può trasformare in frazione 

decimale Gnita, questa si potrà porre sotto la forma quindi 

dovrà essere -^-=^ donde ' ^ =N, e quindi b deve dividere 

il prodotto a. 10", ma b è m imo con a dunque deve dividere 10", 
ma 10* non contiene che i fattori 2 e 5, dunque anche b non 
potrà contenere per fattori che questi due numeri. 

Corollario. — Supponiamo che -r- sia convertibile in una fra- 
zione decimale finita , b sarà della forma 2 p .5 q . Ora dico che il 
numero delle cifre decimali della trasformata sarà p ovvero q, 
secondo che p è maggiore ovvero minore di q. 
Infatti se p><?, noi abbiamo 

(t a a.b p ~ q a.ty-" a.5 p ~* N 

T^p.b^ 2^.5». 5^"" 2'. 5^ ~~ 10* 
Se p<q, abbiamo invece 

a a _ a.ty- p a.%i-r __ a N 
* & = V.5 ff ~2'.2«-''.5*"~2<'.5< — IO* ~~"KK 

59. — Teorema. — Qualunque frazione ordinaria irreduttibile, 
il cui denominatore contenga dei fattori diversi dal 2 o dal 5, 
ridotta in decimali, dà luogo ad una frazione periodica. 

Dicesi frazione decimale periodica una frazione decimale le cui cifre si 
riproducono sempre le stesse o nello stesso ordine; il numero formato dalle 
cifre che si riproducono si chiama un periodo. Se il periodo comincia su- 
bito a destra della cifra delle unità la frazione si chiama periodica sem- 
plice; se a destra della cifra delle unità ed a sinistra del primo periodo 
esistono altre cifre, la frazione si chiama periodica mista, e le cifre che 
precedono il 4° periodo si chiamano cifre non periodiche. 

Sia ~ la frazione data, noi abbiamo = ?v!!? — (10*)"'"', 
b 9 h 6.10* 6 v 

cioè noi possiamo ottenere quante cifre decimali desideriamo col 
moltiplicarle il numeratore o dividendo per 10 elevato ad un espo- 
nente eguale al numero delle cifre volute. Ora se b contiene dei 
fattori aiversi dal 2 o dal 5, il numero a. 10" non può essere mul- 
tiplo di 6, qualunque sia w, e quindi otterremo sempre un resto. 
Ora invece di moltiplicare a per 10 m noi possiamo moltiplicare a 
ed m—\ resti successivamente per 10, e siccome questi resti sono 
tutti minori di b non ne possiamo avere un numero eguale a b 
senza che ve ne siano almeno due eguali. Giunti ad un resto R 
eguale ad uno r di quelli già ottenuti, i quozienti ed*i resti suc- 
cessivi saranno rispettivamente eguali a quelli che seguono r e 
nello stesso ordine finché si otterrà un altro resto eguale ad r; 
dunque la frazione decimale che si ottiene è periodica. 



Digitized by Google 



1 



43 

60. — Teorema. — Una frazione decimale periodica semplice è 
eguale ad una frazione ordinaria che ha per numeratore il periodo 
e ver denominatore un numero formato di tanti 9 quante sono le 
cifre del pe riodo. 

SiaF=0, afte. ..labe. la frazione decimale periodica semplice, 

e sia n il numero delle cifre del periodo abc....i; sia — la frazione 

ordinaria equivalente: se riduce si questa frazione ordinaria in de- 
cimale col dividere x per y, si dovrà trovare F. L'operazione si 
può disporre nel modo seguente: 

x y 
\0x 

i° resto \0x—ay 

iOx'—iOay 

2° resto Wx—\0ay—by 

i O'x—ìWay—iOby 

3° resto \0*x—\Q'ay—ì()by-cy 



0,abc....l 



n° resto Wx—iO^ay -iO H - <ì by—\O n - 9 cy— ...—/»/ 

Questo n° resto deve essere eguale ad x affinchè le cifre del quo- 
ziente che vengono dopo l siano di nuovo abc...l... t dunque si avrà 

i o ìO*- l ay— 1 0"-% - \0"~ 3 cy—. . • .—ly=x, 

donde a(10"-1)=t/(1Q"-U-+- 10«-*.6-H0»- a .c ^....-M ) , quindi 

x 10»-"a-|-10»- s ^+-l0 , - 3 c-h....-hi . x abTZl r . x . 

— = jfT- — -. ossia — =77ì= — i • Ciò che 

m IO" — 1 y 10"— 1 

dovevasi dimostrare. 

61 . —-Teorema. — Una frazione decimale periodica mista è eguale 
ad una frazione ordinaria, il cui numeratore è la differenza tra 
il gruppo non periodico seguito dal periodo e il gruppo non pe- 
riodico , e il denominatore è un numero formato ai tanti 9 quante 
sono le cifre del periodo, seguito da tanti 0 quante sono li cifre 
del gruppo non periodico. 

Sia F=0,a^c..../aj37....Xa/3y...X..., la frazione decimale periodica 
mista, n il numero delle cifre del gruppo non periodico, n' quello 

delle cifre del periodo, e sia — la frazione ordinaria eguale ad F. 

Se trasformiamo ouesta frazione ordinaria in decimale questa deve 
risultare eguale ad F. Per fare questa trasformazione dividiamo x 
per y e per ottenere le diverse cifre decimali moltiplichiamo x e i 
successivi resti per 10 come nella trasformazione del numero pre- 
cedente. L'operazione si dispone nel modo seguente; 
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X 

10* 



i° resto \0x—ay 

1 0's-l'Qgy 

2° resto 10**— lOay— % 

l(r\g— 10' qy— lO fcy 

3° resto 10\s— 10'ay—IO^-cy 



?/ 

0, afte. . . /a . . XajSy. . .X. . . 



n" resto \0* x —\0*- l ay—ìO*-*by—....—hj 

i&'+ l x—\0"a y —\()*- l by—....—\O ly 

(n+\)* resta 1 0"+ l x—\ 0" ay— 1 0-% 1 O/y-ay 



«+»' •• • •. -1 n-fn-2 *' 1 n'—ì 

(frt-n')° resto 10 *-10 ai/-10 ty-.. .-10 ty-10 a?/-10 J3y-.. .-ty. 

Questo (w-hw')"'" 0 resto dev'essere eguale al resto n° perchè le cifre 
che vengono dopo * siano nuovamente a 7....)., dunque sarà 

1 0"+» W 1 0"+*'-»ay— — 1 0-V.v — 1 0» -fcy— 1 0»'-* jJy— — \y 

=1 0"*— 1 1 0""% - —ty, 

donde 

x[io-(io^i)i-vr ,0 " (l ° n ~ la+i ^" 2 ^---^ )+10 "" ,a 1 

e qui ndi 

x_ abc....l .10"-f-ajjy....X~q^c... .1 abc....Ufiy....\— ubc.l 

y— (10- — 1).10" (10*-1).10" 

L'ultimo membro di questa eguaglianza esprime appunto l'enunciato 
del teorema. 

62. — Teorema. — Una frazione ordinaria propria, il cui de- 
nominatore è un numero formato solamente di 9, è eguale ad una 
frazione decimale periodica semplice, il cui periodo na tante cifre 
quante sono le cifre 9 del denominatore, e le cifre del peiiodo 
sono quelle del numeratore precedute da tanti 0 auante sono le 
unità della differenza fra i numeri delle cifre del denominatore 
e del numera tore. 

Sia la fi •azione ordinaria: noi abbiamo la seguente serie 

it)^ — 1 

dijegu£glianze2_ 

ahe....l __ abc....t.\O n , . 0 „ )t]tmi _ abc... li 10"— 1 VjjgTl . 0 „ 

10"-1 K ' ~ 1U"-1 1 u } ' 

ossia 



^^=^6^1(10-)--+ g^(iO«)«™ (A) 



Ma pe r la ste ssa ragione 
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e i n gener ale 

^^(l(V«)^==i5^(i(Ki'+ 1 )*)^4- ^fj(10tH-i>.)«<w, (C) 

Supponendo che il nu merato re a&c....i s i componga d i n' cifre, po- 
nendo n'=n— r, sarà afte..../ (10 , «) w< - / =o,uu....oa6c....i, nel secondo 
membro della quale eguaglianza dopo la virgola sono r zeri ; dunque 
sostituendo successivamente ai due secondi termini dei secondi 
membri delle eguaglianze (A), (B),..., (C) i loro valori dati dai se- 
condi membri delle (B),..., (C),... si avrà: 

ossia f£'z\ =0,00. . . .Oabc. ... /00.. . . Oabc. . . . /00. . . Me. ...I (K) 

che è ciò che volev asi dim ostrare. Se n— n f allora r=0 e la (K) 
diventa in lai caso ^~\—{),abc.... labe.... labe... Questo teo- 
rema è il reciproco di auello del n. 60. 

63. — Teorema. — Una frazione, ordinaria propria, it cui de- 
nominatore sia un numero formato di soli 9 seguito da un numero 
quahmmic di zeri, è eguale ad una frazione decimale periodica - 
mista. Il gruppo non periodico ha un numero di cifre eguale al ***** 
numei'o degli zeri del denominatore, ed il periodo ha un numero 
di cifre e guale a quello dei nove del denominatore stesso. 

Sia ^q^i'^q* ^ frazione ordinaria. Il numeratore può avere 

un numero di cifre minore od eguale ad n-+-n' ma giammai mag- 
giore se essa è propria. Se questo numero di cifre è minore di 
M-hn' si premettano al numeratore tanti zeri finché il numero delle 
cifre sia »H- w'. Allora si scomponga il n umer atore in due parti, 
l'una ooo..../ 1 composta di n' cifre, l'altra JZ7l di n cifre, potendo 
f essere anche uno zero; avremo allora 

« abe^ì __J_ V uoTTjr. 1 0» -fg^+gP -- oòZTf 

r -(10"-1)l0»-i0" X HF=Ì ' 

ossia 

F __l v jjCT(10"-j H-^*+ffiu 7 

r ~10* x W=i ' 

donde . 

F=oòT7Al 0» )»*•'+ 9 "'^^" f (\ 0" )"'"'. (L) 

Ora può accadere che £T7H-3o77f sia un numero maggiore 
ovvero minore di 10*— 1; noi potre mo ab bracciare questi due casi in 

una sola formola ponendo ^^^^=N4--^-j (M), in cui 

N è un numero intiero che può essere zero. 

La frazione nc^i è propria, quindi le si può applicare il teorema 

del n. 62, e perciò P si potrà scrivere sotto la forma P=xfiy...\ t 
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cioè sotto la forma d'un numero di n cifre di cui alcune delle 
prime ma non tutte possono essere zeri ; noi avremo poi sosti- 
tuendo la (M) nella (L) 

F=(òo7T/H-N)(1 0" )«'«q- jQ^-j (1 0* )"'■"'. 

Siccome la frazione F è propria la somma 00..../H-N sarà minore 
di 10 "' e q uindi no n potrà avere più di n' cifre. Posto perciò 
OO..../4-Nrra'òV...J' un numero di n' cifre, delle quali alcune delle 
prime od anche tutte possono essere degli zeri, sarà 

F=.Q,a'b ! c'....r<xjìy...MPy...X... 

che è ciò che si voleva dimostrare. 

Corollario. — I due teoremi dei numeri 62 e 63 sono anche 
verificati evidentemente se nel denominatore della frazione ordinaria 
invece di 9 si mettono degli 1 0 dei 3. 

64. — Teorema. — Una frazione ordinaria irreduttibile il cui 
denominatore non contiene alcuno dei fattori 2 0 5, si può tras- 
formare in una frazione periodica semplice. 

Sia -r la frazione ordinaria proposta; pel teorema del n. 60 

ci basterà dimostrare che si potrà trovare un certo valore intiero 

a N 

di n per cui si abbia l'eguaglianza -r=rrn; — « essendo N un nu- 
v & b b 10-— 1 urto- — D 
mero intiero. Da questa eguaglianza si ricava N ss r , 

siccome N dev'essere un numero intiero e a è primo con b si deve 
dimostrare che 10" — 1 deve essere multiplo di b per un certo va- 
lore di n. Ora siccome per ipotesi b è primo con 10, pel teorema 
del n. 46 fra i numeri intieri minori di b esisterà almeno un va- 
lore tale di n che dividendo 10" per b, si abbia per resto 1, ossia 
10*— 1 

che — b — sia un numero intiero, dunque ecc. 

65. — Teorema. — Una frazione ordinaria irreduttibile, il cui 
denominatore contiene l'uno 0 'V altro 0 tutti due i fattori 2 e 5 
insieme ad altri fattori, si può trasformare in frazione decimale 
periodica mista. Il numero delle cifre non periodiche è dato dal 
maggiore degli esponenti di2e5 presi come fattori del denominatore. 

Sia b gp-g^ la frazione ordinaria proposta. Si possono presentare 

3 casi : a a a 

1° v—q, allora b ^ r ^ r=^p=— (10 r )"""'• Ma pel teorema 

precedente y è eguale ad una frazione decimale periodica sem- 
plice, dunque p^p- è eguale ad una frazione periodica mista, in 
cui il gruppo non periodico è formalo di r zeri, e il periodo è 
eguale a quello della trasformata di y; 

2° r><7, allora pel teorema del n. 61 ci basterà dimostrare 
che si può trovare un valore intiero di n che soddisfaccia all'egua- 
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a N 

glianza ^ r ^g = ^Qn^[yiQr > essendo N un numero intiero. Da 
questa eguaglianza si ricava 

a. 1 0 r ( 1 0"— I ) __ «. \ 0 r . 5 r -'( 1 0"—1 ) _ a. 1 Q r ■ 5 r ~*(1 0"— 1 ) 

a 5 r ~'(Ì0" I) 

e quindi N=- : ^ dunque essendo 6 primo con a e con 

5 e dovendo dividere il prodotto a.5 r -«(10"— 1) dovrà dividere 
(10"— 1), e noi sappiamo pel n. A6 che questo succede per un 
valore di n minore di b; 

3° Se g>r, allora basterà dimostrare che per un certo valore 

a N 

intiero di n si avrà l'eguaglianza ^t^~ (1Q"-~1)10« » essendo 
ancora N un numero intiero. Da questa eguaglianza si ricava age- 
volmente N=a.2«- r . ^ ~\ ed il secondo membro di questa egua- 
glianza si riduce ad essere un numero intiero per un valore intiero 
di n minore di b. 

10"— 1 

Corollario 1° — II numero n die rende — ^ — un numero in- 
tiero indica il numero delle cifre del periodo. 

Corollario 2° — Se la frazione -g- dà luogo ad una frazione 

decimale periodica, la frazione ^ in cui p sta primo con b dà luogo 

ad una frazione periodica che ha colla prima comuni il numwo 
delle cifre non periodiche, e quello delle cifre del periodo. 

Corollario 3° — Se nella frazione iiredultibile p b è primo 

a a a 

con 3, le Ire frazioni -g-, hanno trasformate tre fra- 

zioni decimali periodiche collo stesso numero di cifre non perio- 
diche e di cifre periodiche. 

Corollario 4° — Se i due denominatori p e q danno luogo ri- 
spettivamente ad m ed n cifre periodiche, e se n=rm, essendo r 
un numero intiero, il denominatore pq darà luogo ad n cifre pe- 
riodiche. 

Corollario 5° — Se più denominatori d, di, d„.... primi fra 
di loro, danno luogo rispettivamente ad m, m„ ni,,.... cifre pe- 
riodiche, il denominatore dd t d, dà luogo ad un numero di 

cifre periodiche eguale al minimo multiplo comune dei numeri 
m, m,, m„... * 

66. — Aggiungeremo qui due tavole, delle quali la prima contiene 
i periodi delle trasformate delle frazioni irreducibili, i cui denomi- 
natori sono i numeri minori di 100 primi con 2 e 5; e la seconda 
contiene i denominatori delle frazioni irreducibili che dànno luogo 
ad 1, 2, 3,..., 10 cifre periodiche. 

Levi i 
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Seguito della TAVOLA PRIMA 




b3 

TAVOLA SECONDA 



il 



DENOMINATORI 



1 3,9 

2 11,39, 

"a 



27,^,111,333,999 

101 , 303, 909 , 1 11 1 , 3333 , '9999" 



41 , 123, 271 , 369, 813, 241!», 1 1 1 1 1 , 33333, 99999 



7.13,21,39,63,77.91, 117,143, 189,231, 259,273.^^ 

21179. 2457. 2W9. 3003. 3367,3663,3861 , 1329, 529Ì .6771 , 695*3.8547, 9009, 10101 , 10989, 12987,15873,25611 , 
27027 , 3(003 , 37037 , 4761 9 , 76923 . 90909, 1 1 1 1 1 1 , 1 42tó7 , 333333, 999999 



239, 717, 2151 , 4619, 13917, 41841 ,1111111, 3333333, y«W999 



73.137,219,411,657,803,1233, 1507,2409. 4521,7227,7373, lOOOl, 13563, 13837,22119,30(103,41511,663.77, 
81103,90009,11*1011, 12153:», 1522(n,2433l>U, :O0(O3, 456621, 729927, 990099, 1010101, 1369863, «003(13, 

9090909,11111111, 



9 81 , 2997 , 333667, 1001001 , 3003(103, 1X109009, 12315679, 27027027, 37037(07.1 111 Hill, 33:033333. 999999999 

~ 45l7 f353~~298l740r.9, 894.3. 9091, 26829, 27273, 81819. 100001, 122221, 30(^736666^372371. 900009, 
1099y89,111819:i.:O54579,4100041, 246.3661, 7390983. 12300123 , 22172949. 27100271, 36900369, 81300813, 
101010101 . 243902439, »O030303, 90*100909, 1111111111, 3333333333, 9999999999 



10 



Colla tavola prima riesce facilissimo il ridurre in decimale una 
frazione ordinaria il cui denominatore sia il prodotto di uno dei 
numeri segnali nella prima colonna a destra per un numero qua- 
lunque di fattori 2 e d. 

Esempio i° — Si voglia ridurre in decimale la frazione 4 / 53 . 
Cerco nella prima colonna il numero 53: nella prima delle due 
linee che abbraccia il 53, trovo il numero 4 generatore del periodo 
0754716981132, dunque 4 / 53 =0, 075471 6981 13207547 16981 132.... 

Esempio 5° — Si voglia ridurre in decimale la frazione 37 /5 3 : il 
numero 37 si trova nello stesso gruppo cui appartiene il numera- 
tore 4, dunque le cifre periodiche sono le stesse; il numero 37 
occupa in questo gruppo il settimo posto, perciò il periodo co- 
mincia alla settima cifra che è 6, per conseguenza si avrà 

37/ 53= o,6981 1 32075471 6981 132075471 

Esempio 3° — Si voglia ridurre in decimale la frazione ^^5. 

Siccome 1325=5'. 53 la frazione decimale sarà periodica mista ed 
avrà 2 cifre non periodiche, e il periodo conterrà 13 cifre (vedi 
tavola prima). Trovo nel modo ordinario le 4 prime cifre deci- 
mali che sono 0052; le cifre 52 appartengono al primo gruppo pe- 
riodico 0188679245283 corrispondente al denominatore 53, dunque 

^=0,00528301 8807924528301 8867924 

1325 

Nello stesso modo si trova che ridotta in decimale dà per 

le prime 4 cifre 8520; le cifre 20 appartengono al terzo gruppo 
periodico 0754716981132. dunque 

JPg=0, 852075471 698 1 1 32075-471 6981 13 
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In generale basta trovare le cifre non periodiche e due cifre con- 
secutive del periodo, il quale con ciò si può subito trovare per 
mezzo della terza tavola. Del resto ecco la soluzione analitica del 
problema. 

Sia x uno dei numeratori corrispondenti al denominatore 53, 

1129 85 x 
noi possiamo porre 4"3^5 = Jqq "+~ 53~T00 * ^ a " a ^ ua * e s * r * cava 
£=1129.4— 85.53=11. Orali è l'ultimo numero del terzo gruppo 

x 

corrispondente al denominatore 53, dunque gg=0,2075.... e quindi 
,^-£—==0, 002075... e per conseguenza * 

T05 + 5afoò = Hl =0, 852075 * • * 

67. — Allorché il denominatore d'una frazione è molto grande, 
per ottenere tutte le cifre della frazione decimale equivalente sino 
alla fine del primo periodo v'ha un metodo abbreviativo, che noi 
applicheremo al caso in cui il numeratore della frazione è 1. Si 
debba adunque ridurre in decimale la frazione Vsi • Troviamo nel 
metodo ordinario le prime 5 cifre decimali 03225 e ci risulta per 
quinto resto 25; quindi sarà i / 31 =0,03225h- 2 5/ 31 ( 1 o«)«.i«ni ; molti- 
plichiamo tutti i termini di questa eguaglianza per 25, ed abbiamo 

«/ sl =0,03225x 25-t-^ . ^=0,80625-1-^-1-, donde 

|'=0,80625-|-(2(M-^) ì lr=0,806tó+ ^ . ± , 

25 1 5 1 

e perciò ^ . ^ =0,0000080645-1-^- . , e quindi 

1=0,03225806/^^.^. 

Moltiplichiamo tutti i termini di quest' ultima eguaglianza per 5, e 
ci risulta ^=0,1612903225-+-^. jjr, e quindi 

1 95 1 

dunque ^=0,03225806451 61 2903225-4- |y . ^ tì . Ma abbiamo tro- 
vato ~ . -^=0,0000080645 ■+■ Jj- . , dunque sarà 

95 1 5 1 

±i _ — A 000 80645-4- — - — 

31 * 10*° — XJ ,wv....ow<*irT m 2| • JQ*5» 

dunque 1=0, 03225806451 61 290322580645-h Jr- zm > e siccome 
^=0,1 61 2903225+ §y • ^ , sarà 

A.^= 0 , 1 6l2903225 i l ; +|.^ n , 
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e quindi 

^-=0, 0322580645 1 6 1 290322580645 i 6 1 2903-225^- |y - ^ . 

Avendo ottenuto già più di 30 cifre siamo sicuri che il primo 
periodo dev'essere compiuto; ed infatti dall'ultima eguaglianza si 
scorge che le cifre periodiche sono in numero di 15, e cominciano 
subito dopo la virgola, cosicché avressimo potuto risparmiare i due 
ultimi calcoli. I 

Cerchiamo ancora di trasformare la frazione jjg; le prime 5 cifre 

decimali sono 00862 col quinto resto eguale a 8, dunque 
^=0,00862+ ig.l,, e quindi ^=0,06896+ . ±t, 

e perciò ^ • ^=0,0000006896-+-—^ • jjjró , e perciò 

-=0,0086206896-1-^.^. 

Moltiplichiamo tutti i termini di quest' eguaglianza per 64, ed 
avremo: 

£*=0,55l724t344+ g ■ ^==0, 551 7241 379+ ^ , 

dunque ^.^=^,5517241379.^+^.^, e per couse- 

guenza ^=0,00862068965517241379-+-^. ^ 0 . Moltiplichiamo 
tutti i termini di quest'eguaglianza per 36, ed abbiamo 

^=0,31034482758620689644+^ ■ ^ 

=0,31034482758620689655 -f~~ . ~, 

e quindi sostituendo nell'eguaglianza precedente, otteniamo 

^==0,0086206896551 7261 37931 034482758620689655+ ™ • 4 • 
ilo Ilo 1U 

Noi abbiamo già ottenuto 40 cifre decimali ora 116=4.29, dunque 
la frazione decimale avrà 2 'cifre non periodiche, e 28 cifre al pe- 
riodo, dunque il calcolo è finito, e il periodo comincia alla terza 
cifra 8 dopo la virgola. a 

68. — Teorema. — Se una frazione ordinaria irredultitnle -g- 

si trasforma in decimale, e se questa dà luogo ad un periodo di 
b — 1 cifre, disponendo queste cifre in circolo in modo che non vi 
sia più nè prima nè ultima, il cerchio cosi formato sarà indipeìi- 
dente dal numeratore. ■ 
Consideriamo prima la frazione -r-, e siano 4, a, j3, 7, X i 

£—1 resti successivi che si ottengono nella trasformazione in de- 
cimali di y : al resto X seguirà la serie dei resti 1, oc,. 
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Siano A, B, C, D , L le cifre corrispondenti del quoziente, 

siccome a resti eguali corrispondono cifre eguali al quoziente, al 
resto 5 corrisponderà la cifra D che sarà seguila dalle altre E, F,... 

Ora possiamo porre ^= nb ~^ x =n-\- y essendo x<b, quindi per 

l'ipotesi fatta x sarà uno dei resti 4, a, X a cui corrisponderà 
una delle cifre A, B, C, D... al quoziente, quindi perciò che ab- 
biamo detto, se x=dp. e la cifra corrispondente al quoziente è F, 

il periodo sarà F LABC... 

Per es.: se si riduce in decimale */ 7 si ha 1 =0, 1 42857 1 42857. . . 
il periodo è 142857 ed i resti successivi corrispondenti alle diverse 
cifre del periodo sono 4, 3, 2, 6, 4, 5. Si abbia ora la frazione 
36/ 7= 3_|_5/ 7 la cifra del quoziente corrispondente al resto 5 è 7, 
quindi *6/ 7== 3,7442857U2&5..., e il periodo è 714285 che si ricava 

dal circolo delle cifre periodiche cominciando dalla cifra 7. 

69. — Teorema. — Se una frazione irredultibile che ha per de- 
nominatore un numero primo si trasforma in una frazione deci- 
male f il cui periodo aboia un numero pari di cifre, la somma 
delle cifre che occupano lo stesso posto in ciascun mezzo periodo 
è costante ed eguale a 9. 

Sia y la frazione proposta, e si possa essa trasformare in una 

frazione decimale il cui periodo o^y X/xv/r x abbia 2n cifre : 

di m odo che u- sia la prima cifra del secondo m ezzo perio do, sarà 
a a.liy..jM.vn...x . , .iO^atfy X-f-uyff x 

y= io*.-! — donde a=:b i o*l= t ' ossia 

( 1 0"— 1 )ccfiy. . . . X^-'x \ìy. . , . X-+-uy,T. • • X 

a (10 n -+-l)(10''— 1) 

Moltiplichiamo i due membri per 10M-1 ed abbiamo 



a(10-+ t )^[^ 3 I ^•••■•^••■■■« ]. 

Dunque la somma ^y....l- hfivn....x dev'esse re multipla di 10*— I , 

cioè dev'essere della forma *py...\-+-}ivx...x=.P(\0*-- 1), essendo 
P un numero intiero. Ma siccome ciascuna delle parti di cui consta 
il primo membro dell'ultima eguaglianza ha n cifre, le quali non 

possono essere tutte 9 perchè allora y sarebbe eguale ad 1, cia- 
scuna di esse parti non può essere maggiore di 10" — 1, ed una 
almeno sarà minore di 10* — 1, e quindi la loro somma sarà mi- 
nori di 2(10* — 1): dunque dovendo essa esser multipla di 10"— 4, 
sarà eguale a 10* — 1, cioè sarà eguale ad un numero formato di n 
^qZ y nove. Ora se disponiamo in due linee uno sotto l'altro i 
due mezzi periodi e li sommiamo, non possiamo trovare 



' ^ ^ per somma un numero formato di tanti 9 quante sono 

999 9 le cifre di ciascun mezzo periodo, a meno che la somma 

delle cifre della stessa colonna sia 9, cioè se non si ha a-j-^tc 
£-Hc=9, r-Wr=9,..., Xh-#=9. Ciò che dovevasi dimostrare. 
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■ 

CAPITOLO VII. . 

SUI RADICALI. 



70. — Dicesi radice emmesima di a quel numero che, elevato 
alla m a potenza, dà per risultato a. Questa radice si rappresenta 

M 

col simbolo f/cT, ed m si chiama Vindice del radicale. Dimostre- 
remo in seguito che qualunque sia a, se m è un numero intiero, 

m 

il radicale j/à ha m valori algebrici , cioè vi sono m espressioni 
algebriche le cui m" ime potenze sono eguali ad a; se a e un nu- 
mero positivo, uno solo di questi valori è un numero positivo, e 
questo si chiama il valore aritmetico del radicale; e se oltre a ciò 
m è pari, il valore aritmetico preso negativamente rappresenta un 
altro valore del radicale. Difatti se chiamiamo a il valore aritmetico 

m 

di f/a~, i due numeri a e —a elevati alla m" ima potenza danno lo 
stesso risultato quando m è pari. Ma se a è negativo ed m è pari 

m 

non v'ha fra i valori di j/a~ nessun numero positivo nè negativo, 
perchè nessun numero positivo o negativo elevato ad una potenza 
pari può dare per risultato un numero negativo. Se poi m è im- 

m 

pari ed a è negativo il radicale j/ a ha per uno dei suoi valori un 
numero negativo che si chiama anche valore aritmetico del radi- 
cale. Infatti poniamo a=— a', sarà perciò a! un numero positivo : 

M 

la potenza m w,wa di ]/a! è per definizione a\ dunque essendo m im- 

m IR 

pari la potenza m" ima di — Va' sarà — a'=a : ma f/tf ha un valore 

M m 

aritmetico a, dunque essendo eguali le potenze m e,int di Va" e di — Va! 

m m 

sarà Va — — J/a 7 = — a. 

In questo capitolo noi considereremo solamente i valori aritmetici 
dei radicali. 

74. — Un radicale si suol anche scrivere sotto un'altra forma 
la quale permette di agevolare le semplificazioni che si possono 

eseguire sui radicali. Si abbia il radicale j/a«, esso si suol "porre 

n 

sotto la forma a 1 " in cui la frazione ~ si chiama esponente di a. 
Questa convenzione non implica alcuna contraddizione. Difatli se 

M 

eleviamo Va» alla potenza m" ,ma t abbiamo per definizione a", e se 

n 

eleviamo alla stessa potenza l'espressione a m , considerando ^- come 
esponente di a, secondo la regola dell'elevazione a potenza d'un 

monomio, avremo \a m ) =a"=a w , dunque le due espressioni 
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JL 

i/a" e a m sono tali che elevandole all'Ai'"""» potenza producono am- 
bedue a", dunque l'una e F altra possono rappresentare la radice 
m ttimm di a". La frazione ~ non si altera se si moltiplicano o si di- 
vidono i due termini per lo slesso numero, dunque non si altei a 
il valore d'un radicale se si moltiplicano o si dividono per lo stesso 
numero l'indice del radicale e l'esponente della quantità sottoposta. 

Se moltiplichiamo il numeratore della frazione «£- per un numero 

n 

p l'espressione a m resta elevata alla potenza p, dunque per ele- 
vare un radicale ad una potenza, basta elevare a questa potenza 
la quantità sottoposta al radicale. 
Se moltiplichiamo il denominatore della frazione ~ per un numero 

p l'espressione a m diventa a m >'—a m ' t =\a m ) P . Ma \a m ) 

n 

rappresenta la radice p" lma di a", cioè si ha 

j_ p p p 

(a*") = y a ^—\/ y'w , e a~^=y^ , dunque j/^STssJ??, 

cioè per estrarre la radice p NUM da un radicale basta moltiplicare 
per p l'indice del radicale. 

72. — Se l'indice d'un radicale o l'esponente della Quantità sot- 
toposta, od ambidue questi numeri sono negativi, si può facilmente 
trasformare il radicale in un altro in cui l'indice e l'esponente della 
quantità sottoposta siano positivi, valendosi della seconda forma di 
rappresentazione dei radicali ; ma perciò dobbiamo dimostrare che 
le forinole seguenti 

0) «-=i> (?) (*-)*=*"■", (3) a".a"=a-+- (4) ^=a—, 

sono vere anche quando m ed n sono negativi: 

1° Se m è negativo possiamo porre m= — ni' e allora — m=m' 

e quindi la (1) diventa a m =i-^ r , ma a~ m =~ , dunque 

a a 

cioè un'identità; 

2° Se m è positivo ed n è negativo poniamo n= — n' f la (2) 

diviene (a w )-"=a~' ,w , ma (a m )~"=. ~ — , dunque 

— - := :a-- , " ,, che è un' identità per la (1). 
a 

Se m è negativo ed eguale a — m' ed n è positivo, la (2) diventa 

(a— ')«=a— ma (a-")^(4rY=-4r;> dunque JL = a— 
un'identità. ^ a ' a 4 a- 

Finalmente se m ed fi sono negativi, posto 
la (2) diventa (a- M )-" =al- m ><-»T =a «v ma 



»K=r — tnf, w= — n', 
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(«--')-"=(«^)""=7iV = 3: =a ""' 

\a m ) a m " 

dunque ancora si ha un' identità ; 

3° Se m è positivo, ed n è negativo, posto n=.—n', la (3) 

diventa a m .a" m '=a m - H (3'), ma a~ n —\ , dunque sostituendo 

1 a m a 
si ha a m . —=z--=za m - n che è una identità. 
a" a* 

Se m ed n sono negativi, posto w=— - m', n=— n' la (3) diventa 

a— '.a-*'=a-*'-"'. Ma a— =4r , cr-*==-= , a~ m '-* 

a ar 

11 1 

sostituendo si ha — . — ,=^rJ^7==a- ( » ,, un'identità; 

4° La (3') possiamo scriverla nel modo seguente a m . a-*'=a m +(-* >, 
che non è che un caso particolare della (3), e che perciò è vera 
qualunque sia il segno ai m e di n r ; ma la (3') si può ancora 

a m 

scrivere sotto la seguente forma : -^=0*-*', e allora diventa iden- 
tica alla (4); dunque questa è vera qualunque siano i segni di m 
e di n. 

Ciò posto, un radicale, avuto riguardo ai segni dell'indice e del- 
l'esponente della quantità sottoposta, può prendere una delle se- 

guenli forme: Và» y Va 11 », Va», Vàr^. 

Tralasciando la prima ci occuperemo delle altre tre, e cerche- 
remo di trasformare questi radicali in modo da avere poi ad ope- 
rare su un radicale della prima forma. Ora applicando la formola 
(1) si trova agevolmente 



a 



ai 



Va-»=a~ m =a m =Va" • 

73. — Applicheremo le seguenti considerazioni alla risoluzione 
dei seguenti problemi: 

Problema 1° — Trasformare un'espressione c/ie contenga espo- 
nenti od indici di radicali frazionari o negativi in un'altra equi- 
valente in cui non entrino più che esponenti od indici intieri e 
positivi. 

Sia l'espressione 1 _ s 

^— 3 TJtL W 

Noi abbiamo 
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y¥ 

_ i 



(2) 



quindi sostituendo 

i/g> ¥. vw _ $.% y.wyw.viy* 

IO 3 4 _ in 10 3 4 _ 10 

Problema 2° — Ridurne l'espressione (1) t» un'altra la quale 
non contenga più che un solo radicale d'indice intiero e positivo, 
e la quantità sottoposta abbia solamente esponenti intieri e positivi. 

Dopo aver ridotto l'espressione (1) alla forma (2) cerchiamo il 
minimo mult. com. di tutti gli indici, dividiamo questo minimo 
mult. com. per ciascun indice, moltiplichiamo quindi i quozienti 
che si trovano per gli esponenti delle quaiftila situati sotto i cor- 
rispondenti segni di radice, e prendiamo per indice di ciascun ra- 
dicale questo min. mult. com. trovato ; allora la (2) prende la forma 

ito_ ito ito ito 

p _ ^.w^-y^yy* . 2 ? |/ 2** _ 2 ? 

* — ito ito ito ito » OSSia r — y qho oi«t — ito ~ • 

74. — Problema 3° — Trasformare una frazione che abbia un 
denominatore frazionale in un'altra equivalente il cui denomi- 
natore sia razionale. 

Questa trasformazione si può eseguire nei seguenti casi: 
1° 11 denominatore contiene un solo radicale. 

d m 

Sia la frazione — — : moltiplichiamone i due termini per yir^ t 
avremo VF 



a 



a yp=r a yir- x 



d'onde 



tu m m m ' 

yv yì. yw~ x vf 



m 




— = — t — • Per es. 

yr 

2° 11 denominatore è la somma o la differenza di due quan- 
tità, delle quali una oppure ambedue sono radicali quadrati mol- 
tiplicati per quantità razionali. 

Sia per es. la frazione , - , . ■ ; moltiplichiamo i due ter- 
_ 0J/c IIZOìJ/ ci r 

mini per by c zpb x y Cì , il denominatore diventa la differenza di 

due quadrati, cioè (bj/T)*— (b x y Ci y=b*c— Vc„ e quindi 
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. • 3^2- V3 _ (3 j/g- V5)(3^3-+2^ _ 5 j/6-6 
bsempxo. ^-^ìT 27=8 ""TJT"' 

Sia ancora a trasformare la frazione j^p^j ; moltiplicando i 

due termini per fczpj/d risulta . 

3° 11 denominatore è la somma o la differenza di due radicali 
cubi aventi coefficienti razionali. 

Si abbia la frazione —3 — - — 3— . Osserviamo che qualunque 

siano m ed n si hanno le due identità 

m s -hn 3 =(m-hn)(ra'— mu-Hi'), m'-^^flt-HtXfn'^Hnft-Mt*). 

3 3 

Poniamo adunque by c =m, b t yci=n t e moltiplichiamo i due 
termini della frazione proposta per ra'zpnn-hn*, avremo 

a _ a(b>y? mbb, i/7c i -hb i *y'tf) 

bP7±.KV-c7 3 

Per es. si voglia trasformare la frazione Fz=z^= ^ , avremo 

3i/5— 2j/5 

P _(2^5- h8^i)(9^9-h6^ lS-h4i?D 78-h39Ki8-4-26^i2 Ai . 

81=16 = 65 UueSt ° 

caso comprende quello in cui il denominatore non contiene che un 
radicale cubico e una quantità razionale, cosi la frazione 

3 3. 

a _ a(b'+bci/d-hc t yd t ) 

4° Il denominatore contiene la somma 0 la differenza di due 
radicali dei quali uno è cubo e l'altro quadrato. 

Sia la frazione F= — a 3 . Cominciamo a far sparire il ra- 

by c ±b,y Cl 

3_ 

dicale quadrato ed abbiamo F= J^-?-2 = ^fj~ i e a 'l° ra siamo 
ricaduti al 3° caso ed otteniamo 

Y __a{b\/7+K faWc'-hb'bScyTs+bS yT?) 

Per e , ^^^j), Qra facciamo 

3i/3— 2j/2 27— V* 

sparire il radicale cubo ed abbiamo 
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_ 3975(H-9ì77|/3fA2 4H0206^ 
~~ 10427 

5° Il denominatore è la somma algebrica di tre radicali qua- 
drati, cioè è della forma aya±fiyb±yy7=*yaz!z( fiyb±ryyè) ; 
moltiplicando i due termini della frazione per ^aZ£(j3^K±^f/c), 
il denominatore diventa a'a— £'6— y*c+%fiyybc e si ricade sul se- 
condo caso ponendo a'a— J3'Z> — y l c~m, $fiy-=.n, bc=p. 

6° Il denominatore è la somma di una quantità razionale e 
di due radicali quadrati. 

La frazione F= + . " 7 _ = . Mfa ^^^L la quale 

si trasforma col metodo del secondo caso. 

7° Il denominatore è la somma di quattro radicali quadrati, 
cioè è della forma 

a \/~a±L fi j/fclty \/ c±ló j/d=a j/a±fil/b±:(y l/cdt& f/d). 
Moltiplichiamo i due termini della frazione per 

e il denominatore diventa 

ricadiamo cosi nel sesto caso. 

8° Il denominatore è la somma di tre termini, dei quali uno 
è un radicale cubo, l'altro è un radicale quadrato, e il terzo è una 
quantità razionale; cioè il denominatore è della forma 

*yZ±fiyb±y=*ya±(fiyi±y). 

Poniamo fiylzty=fi t , e moltiplichiamo i due termini della fra- 

zione per (aj/à)':+:j3 l aj/a4-iV (vedi 3° caso); il denominatore 
diventerà 

(a^/^) s ±^, ^ =a«a±:(^^/fc±3i3«rM-3i3yVò±r•) 

che si trasforma colla regola del secondo caso, ponendo 
a»a:£3 fi*yljrty>=m, 3 fiy'±fi s b=n. 

9° Il denominatore è la somma algebrica di tre radicali dei 
quali uno cubo e gli altri due quadrati, cioè è della forma 

3 _ 3 

ocj/à±fii/b±:yj/c=o(.i/d±(fii/bdtzyyc). 
Moltiplichiamo i due termini della frazione per 

*y%iiz(fiyb±yy-c), 

il denominatore diventa 
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a > l^--(i?|/6dl7t/c) , =a'^^i3^--r'c^i?r^ / fcc, 

cioè diventa della forma del V caso. 

10° 11 denominatore è la somma di due radicali d'indice quattro, 

cioè è della forma aj/£+:j3f/fc. Moltiplicando i due termini della 

frazione per af/££j?j/&, il denominatore diventa ctyà—pi/l, e 
ricadiamo sul 2° caso. 

11° 11 denominatore è la somma di due radicali uno d'indice 

quattro, l'altro d'indice due, cioè è della forma afia^z^yi. Mol- 
tiplicando i due termini della frazione per uya+fil/l, il denomi- 
natore diventa a«j/ a — e ricadiamo nel 2° caso. 

12° Il denominatore è la somma di due radicali uno d'indice 

4 3 

quattro, e l'altro d'indice tre, cioè è della forma ai/i±Si/6. Mol- 

4_ 3_ 

tiplichiamo i due termini della frazione per oLycQzfiyb e il deno- 
minatore diventa <x*j/a — e ricadiamo sul 4° caso. 

13° Il denominatore è la somma di tre radicali uno d'indice 

quattro, gli altri due quadrati, cioè è della forma *yàz£fiyb±:yi/c. 

Moltiplichiamo i due termini della frazione per *Va+($yì±xV~c) ì 
e il denominatore diventa a*y 'a—fi'b—y'cz&fiyy bc, cioè della 
forma del 6° caso. 

14° Il denominatore è la somma di tre termini, uno dei quali 
è un radicale d'indice quattro, l'altro un radicale quadrato, e il 
terzo è una quantità razionale, cioè il denominatore è della forma 

a y~d±.$ yi±.y—y. y i±( j3 yi±y) . 

Moltiplichiamo i due termini della frazione per a yì+iPybzby), e il 
denominatore diventa a«f/a— p*b— y'z^/Jyj/ò, cioè ricadiamo sul 
6° caso. 

15° lì denominatore è la somma di due radicali d'indice sei, 

cioè è della forma aj/^±:J?j/fe. Moltiplichiamo i due termini della 

frazione per «.yaz+ifiyb, e il denominatore diventa tfya—fPyb , 
e ricadiamo sul 3° caso. 

16° Il denomiiialore è la somma di due radicali, uno d'indice 

sei, l'altro d'indice quattro, cioè è della forma ct.fiazt.Siyb. Molti- 

fi 4 

plichiamo i due termini della frazione per aj/aipj3//& e il denomi- 
natore diventa <*-*ya—$ x y% e ricadiamo sul 4° caso. 
A questo caso appartengono pure quelli in cui il denominatore 

6 fi 

ha una delle due forme aj/;z±j3//6, aj/£±:j3. 

17° Il denominatore è la somma di due radicali, uno d'indice 

6 3 

sei, l'altro d'indice tre, cioè è della forma &.ya±?yi. Molti- 
plichiamo i due termini della frazione per ayaqzPyb, e il deno- 

3 3 

minatore diventa a'j/à — jPyV, e ricadiamo sul 3° caso. 
In generale se il denominatore è la somma algebrica di due radi- 
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cali d'indice eguale, questa trasformazione si può eseguire d' un 
tratto, fondandosi sui teoremi dei numeri 28, 29 e 30. 

M Wt 

Infatti se il denominatore è ocj/à-f-j3//&, essendo m un numero 

ni m 

impari, poniamo aj a=p, fii/~b=q. 
Noi abbiamo 

P —p* l —p'«-*q-hp m - i q 1 — p m - l q s -j- —pq-^-hq 9 " 1 , 

e quindi se moltiplichiamo i due termini della frazione proposta 
per il secondo membro di quest'eguaglianza, il denominatore della 
frazione diventa p m -hq m = a* a -hfi m 6. 

Se il denominatore è <xj/a -Hj^F, essendo m un numero pari, po- 

m m 

niamo aj/à=p, fiyb=q: noi abbiamo 

f^£- -p-i _j>»-2 7 -hp«-3 ^_ p— 4 g»+ -Hpg»-» - , 

ndi se moltiplichiamo i due termini della frazione proposta per 
condo membro di quest'eguaglianza il denominatore della fra- 
zione diventa p m — q m =*■ a . — j3 m b. 

m wt 

Se il denominatore è ot-ya—fij/b , essendo m un numero intiero 
positivo qualunque, poniamo ancora 0L}/a=p t fij/b=q: noi ab- 
biamo £ ~y =/> w - 1 -f-/? w - 2 <y-4-;) w " 3 7 2 -h H-/>(/ m ~ 2 — , 

quindi se moltiplichiamo i due termini della frazione proposta per 
il secondo membro dell'ultima eguaglianza, il denominatore della 
frazione diventa p m — q m ==a M a— fi m b. 



CAPITOLO Vili. 

DISPOSIZIONI, PERMUTAZIONI, COMBINAZIONI, PROBABILITÀ'. 

75. — Si hanno m lettere a, b, c, d, e,..., f, g } h, l, le quali 
si vogliono raggruppare n a n in modo da avere tutti i gruppi 

{)0ssibiii, dei quali l'uno differisca dagli altri o per le lettere o per 
'ordine in cui esse sono poste. Si avranno allora tutte le disposi- 
zioni di m lettere n ad n; designiamo con D w ,„ il numero di 
queste disposizioni. Per ottenere questo numero cominciamo a 
tonnare le disposizioni 2 a 2; il metodo più conveniente consiste 
nello scrivere a destra di ciascuna lettera successivamente una delle 
altre, avremo cosi le seguenti disposizioni: 
ab, ac, ad,...y af, ag, ah, al Abbiamo formato cosi m linee, 
ba, bc, bd,..., bf, bg, bh, bl ciascuna delle quali contiene m — 1 
ca, cb, ed,..., c/*, cg, eh, ci disposizioni, dunque il numero to- 

tale delle disposizioni delle m let- 

ha t hb, he, , hf, Ug, hi tere 2 a 2 sarà dato dalla forinola 

la, lb y le , //, l'g, Ih D„,9 = m(w— 1). 
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Le disposizioni 3 a 3 si l'orinano nello slesso modo, collo seri- 
ole, aba, abe,..., abf t abg, abh, abl, vere a destra di ciascuna 
acb, aed, ace,..., acf, acg, ach, acl, disposizione 2 a 2 successi- 
ci, ade, ade,..., adf, adg, adii, adi, vamente una delle altre let- 

tere, e ci risulteranno le dis- 

Iha, Ihb, Ihc, Ihd, , Ihf, Ihg. posizioni qui accanto. 

Abbiamo così tante linee quante sono le disposizioni 2 a 2, cioè 
w*(m— 4) linee, e ciascuna linea contiene m— 2 disposizioni 3 a 3, 
dunque il numero delle disposizioni di m lettere 3 a 3 è dato 
dalla formola D*,3 =m(m — l)(m— 2). In modo analogo si dimostra 
che D.,,4 =m(m — \ )(m— - 3) ; si tratta di dimostrare che si 
avrà in generale 

( i ) h m ,n =w («— 4 ) (m — 2). . . . (ro— n-4-2) (w— n-M ). 

Basta perciò dimostrare che se la legge è vera per le disposi- 
zioni n — 1 ad n — 4 essa è anche vera per le disposizioni n ad n. 
Supponiamo dunque che si abbia la relazione 

D*,*_i=m(m — l)(m— 2). . . . (m— tH-2). 

Per formare le disposizioni n ad n scriviamo a destra di cia- 
scuna disposizione n — 1 ad n — 1 successivamente una delle altre 
lettere che rimangono, le quali sono w— (n— 4)=ra — w-M : veniamo 
così a formare tante linee quante sono le disposizioni « — 1 ad n — 4, 
cioè D m ,*-i lìnee, ciascuna delle quali contiene ni — n-hl disposi- 
zioni n ad ti, dunque il numero totale di queste disposizioni sarà 
D w ,»_i(m— iH-1), cioè sarà dato dalla formola (1). Dunque la 
legge essendo verificata per le disposizioni 3 a 3 lo sarà anche 
per quelle 4 a 4, e quindi anche per quelle 5 a 5, ecc., quindi 
sarà vera in generale. 

76. — Se noi abbiamo il prodotto P di ni lettere a, b, c, d,... 
»>ft 9> K h e in questo prodotto diamo ad ogni fattore letterale tutti 
i posti possibili, avremo tutte le permutazioni di ni lettere. Il me- 
todo più conveniente per trovare queste permutazioni è il seguente: 
il prodotto ab dà evidentemente 2 permutazioni ab, ba; in ciascuna 
di queste permutazioni facciamo prendere alla lettera c tutti i posti 
possibili che sono 3, ed abbiamo cosi le 0 permutazioni di 3 lettere 
abe, acb, cab, bac, bea, cba. 

In ciascuna di queste sei permutazioni facciamo prendere alla 
4' lettera d tutti i posti possibili che sono 4, avremo le 6.4=2.3.4 
permutazioni di 4 lettere abed, abdc, adbc, dabe, acbd, aedb, adeb, 
dacb,.... In modo analogo troviamo le 2.3.4.5 permutazioni di 5 
lettere. Egli è evidente che le permutazioni di tn lettere non sono 
altro che le disposizioni di ni lettere ni ad m, dunque se chia- 
miamo P„ il numero delle permutazioni di w lettere, per avere 
P m non abbiamo che a fare n=m nella (1) e ricaviamo 
D„,„=P w =m(ro— 1 )( w-2) .... (m— nH-2)(m— wH-4 ), 

ossia P„=l.2.3.. ..(>»— l)m (2). 

77. - Considerando le disposizioni di m lettere 2 a 2, 3 a 3, 
4 a 4,..., n ad n è facile il trovare quelle disposizioni che diffe- 
riscono tra loro per una o più lettere. Siccome le disposizioni sono 

Livi 5 
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in sostanza prodotti di 2, 3, i,. ., n fattori, e siccome un prodotlo 
non cangia di valore cangiando l'ordine dei fattori, è evidente che 
ciascun prodotto è ripetuto in tanti modi quante sono le permuta- 
zioni di 2, 3,..., n lettere. Dunque per avere il numero dei pro- 
dotti diversi di m lettere 2 a 2, 3 a 8 n ad «, dobbiamo di- 
videre il numero delle disposizioni di m lettere 2 a 2, 3 a 3,... 
...n ad n rispettivamente per il numero delle permutazioni di 2, 3,...n 
lettere. Questi prodotti diversi si chiamano combinazioni. Se dunque 
rappresentiamo con C w ,« il numero delle combinazioni di m lettere 

n ad n avremo 0,,,»=%^, ossia 



r m{m— \ )(m— 2). . . . ( m— n-h2)(w— ;H-1 ) _ 

u, '*~ i.2.8....(n—l)w ' w 

La forinola (3) si può scrivere nel modo seguente: 

r m m—\ m — 2 m — 3 m — n-hì 

{ . 2 . 3 . j .... - 

Ora il 2° membro è un prodotto di n frazioni, i cui numeratori 
vanno diminuendo e i denominatori crescendo, quindi C,* andrà 
crescendo col crescere di n solamente finché queste frazioni sono 

tutte maggiori di 1, cioè finché sarà — - — >1: ma se per un 
certo valore di n si ha (a) m ~^~ t " 1 — 1 o m " 9 ^" ì <\ f 



allora crescendo », C«,« diminuirà. Infatti C M+ i=C,»X^7T. 
Ora per le (a) e (]3) si ha -j^j <* poiché m— n<w— n-H, 
n-H>«, dunque il maggior valore di C w ,„ corrisponderà al mi- 

nimo valore di — che non sia minore di 1. La (a) ci dà 

n 

n=P^ì. y la (fi) »>!5Ì. . Dunque se m e impari il maggior 
valore di C*,« corrispondeVà al valore w=— ^— , e se m è pari 

IH 

il massimo valore di C,„ corrisponderà ad tt=-j- . 

Moltiplichiamo i due termini della frazione che rappresenta il 2° 
membro della (3) per il prodotto 1.2.3....(w— n— 1)(m— n), avremo 

r w(ro-l)(>fl-2)....(w-n+2)(w— w+1). 1 .2.3.. .(m—n -1 )(m-n) 

mn ^ i.2.3....n.t.2.3....(m— n) 1 
p ____ 1.2.3. ...ih 

ossia 2 3 n j .2.3....(m-»)* 

Il 2° membro dell'ultima eguaglianza non cambia di valore 
cangiando n in m — ti, poiché m — n si cangia in w — (m — n)=w, 
quindi i due prodotti K2.3....n, 1.2.3....(m— n) non fanno che 

Eermuiar di posto, il che non altera il loro prodotto, dunque 
» tW _n=C„ i „ (4). Quest'eguaglianza possiamo anche dimostrarla 
nel seguente modo: se noi dividiamo il prodotto abcd....fghl delle 
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m lettere per ciascuna combinazione delle m lettere n ad n otter- 
remo per quozienti tutte le combinazioni m—n ad m—n, dico 
tutte perche non possiamo formare un'altra combinazione m— n 
ad m — n diversa da quelle ottenute da queste divisioni, perchè se 
si potesse avere quest'altra combinazione dividendo il prodotto 
delle m lettere per questa combinazione si avrebbe una nuova 
combinazione n ad w, il che è impossibile. 

La formola (4) ci dice che il numero delle combinazioni di m 
lettere n ad n è eguale al numero delle combinazioni delle m let- 
tere m—n ad m—n. 

Per es. il numero delle combinazioni di 10 lettere 6 a 6 è 

Cio,6=y^^^^=2l0, il numero delle combinazioni di 10 let- 

40987 

tere 4 a 4 è Cio,4=^j=210. 

78. — Fra diversi avvenimenti che possono succedere, la pro- 
babilità che ne succeda uno è il rapporto fra il numero dei casi 
favorevoli all'avvenimento e il numero dei casi possibili. La teoria 
del calcolo delle probabilità inventata da Galileo secondo l'opinione 
della maggior parte dei matematici, da Pascal e Fermat secondo 
alcuni matematici francesi, fu straordinariamente sviluppata ed 
applicata in seguito dai più celebri scienziati e matematici quasi 
ad ogni ramo di scienza. Noi non possiamo che limitarci a con- 
siderare alcuni esempi particolari di applicazione del calcolo più 
elementare delle probabilità. 

Esempio 1° — Da un mazzo di 52 carte da giuoco se ne toglie 
una a caso, quale probabilità vi ha che questa carta sia, per es., 
un Re? 




è eguale a 4 / 52 , ossia ad Via- Ma se si volesse sapere che pro- 
babilità si avrebbe di estrarre il re di cuori, allora non vi sa- 
rebbe più che un solo caso favorevole mentre i casi possibili sa- 
rebbero ancora 52, e quindi la probabilità sarebbe più piccola ed 
eguale ad i/ 62 . 

Esempio 2° — Si estraggono 2 carte dal mazzo, con quale pro- 
babilità si può affermare cfie fra queste due carte vi sia un Re? 

Ciascuno dei 4 re si può combinare con ciascuna delle 48 altre 
carte, quindi i casi favorevoli sono 4.48. I cas^ ^possibili sono 

C 5 2 jS =— ^— ; dunque la probabilità è (4.48) : — =^j=g-gg 

circa. Ma può darsi che le due carte siano 2 re e quindi abbiamo 
ancora tanti casi favorevoli quante sono le combinazioni dei 4 re 
2 a 2, cioè 6 casi favorevoli; se si fa questa tacila supposizione 
che nulla osti a che le due carte siano ambedue re, allora la pro- 
babilità sarà (4.48-M3) : ^^=J^=g-^ circa. Se si volesse che 
fra le due carte vi fosse il re di cuori, il numero dei casi favore- 
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voli sarebbe solamente 51 e quindi la probabilità sarebbe eguale 

ka 52.51 2 1 
a 51 : -^-=52=25 • 

Esempio 3° — Si estrae una carta dal mazzo, si guarda che 
carta è, e quindi la si rimette nel mazzo: se ne ritrae auindi 
un'altra : con qual probabilità si potrà asserire che fra quelle due 
carte vi sia un Re? 

Nella prima estrazione vi sono 4 casi favorevoli, i quali, combi- 
nati con 48 dei 52 casi possibili della seconda estrazione, danno 
4.48 casi favorevoli. Ma combinando 48 dei 52 casi possibili della 
prima estrazione coi 4 favorevoli della seconda abbiamo altri 4.48 
casi favorevoli: in tutto avremo dunque 8.48 casi favorevoli. Il nu- 
mero dei casi possibili è 52.52, poiché ciascun caso possibile della 
prima estrazione si può combinare con tutti i casi possibili della 
seconda, dunque la probabilità è 

8.48 _ 94 _ 1 . 

5233-169-T c,rca ' 

osserviamo che fra i casi favorevoli non abbiamo compreso quelli 
che darebbero un re a ciascuna delie due estrazioni, il numero 
dei quali casi è evidentemente 16, se comprendiamo anche questi 
casi fra i favorevoli allora la probabilità diventa 

M&-H6 25 _ 1 

52.52 -"165-6,76 ' 

Esemjoio 4" — Si fa il giuoco dell'esempio precedente, con quale 
probabilità di vincere si può scommettere che le due carte siano 
un re ed una regina? 

Bisogna distinguere 2 casi: 

i° caso. — Si scommette che la prima carta estratta sarà un re, 
e la seconda una regina. Nella prima estrazione abbiamo 4 casi fa- 
vorevoli che combinati coi 4 casi favorevoli della seconda estrazione 

16 1 

dànno 16 casi favorevoli, dunque la probabilità è 

2° caso. — Non si fissa che esca prima il re piuttosto che la 

regina, allora abbiamo evidentemente 32 casi favorevoli potendosi 

combinare 4 re della prima estrazione con 4 regine della seconda, 

e 4 regine della prima estrazione con 4 re della seconda, dunque 

2 1 
la probabilità è ^=gj-g. 

Esempio 5° — Si giuocano 3 numeri al lotto, qual è la pro- 
babilità di guadagnare il terno? 

Siccome si eslraggono 5 numeri da un'urna che ne contiene 90, 
abbiamo tanti casi favorevoli quante sono le combinazioni dei 3 
numeri giuocati con due qualunque degli altri 87 numeri, cioè 

abbiamo — ^— casi favorevoli; il numero dei casi possibili è 

r 90.89.88 87.86 , . . ...... , 

(< 90 .5= — 4 2 3 4 5 — » dunque la probabilità e 
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2 • 2.3.4.5 ""90.89.88—11748* 
Esempio 6° — Si giuocano 4 numeri al lotto, qual è la pro- 
babilità di guadagnare il temo? 
Nei 4 numeri abbiamo già 4 temi, i quali, combinati con 2 dei ri- 

86 85 

manenti 86 numeri, dànno 4.—^— casi favorevoli, dunque la pro- 



. ...... . 4.86.85 90.89.88.87.86 1 

babibtà e -^:- 1 __ =gfj5g circa. 

Esempio 7° — Si nettano in aria due dadi, qual è la proba- 
bilità di voltare un 3 e un 5? 

I casi favorevoli sono 2, cioè possiamo fare 3 col primo dado e 
5 col secondo, oppure 5 col primo dado e 3 col secondo, il nu- 
mero dei casi possibili c 36, potendosi ognuna delle 6 facce del 
primo dado combinare con ciascuna delle 6 facce del secondo, 
dunque la probabilità è s /o 6 =i/, 8 . 

Esempio 8° — Qual è la probabilità di fare doppio 6 coi due 
dadi t 

Si hanno ancora 36 casi possibili, ma 4 solo caso favorevole, 
dunque la probabilità è Vs6- 

79. — Chiuderemo questo capitolo coll'enunciato di tre principii 
per mezzo dei quali si possono risolvere moltissimi problemi di 
probabilità. 

Principio i° — La somma di due probabilità contrarie è eguale 
all'unità. 

Principio 2° — La probabilità che succeda Vuno o l'altro di de- 
terminati avvenimenti è eguale alla somma delle probabilità dei 
singoli avvenimenti. 

Principio 5° — La probabilità del concorso di due o più avve- 
nimenti è eguale al prodotto delle probabilità di ciascuno di essi. 

Verificazione del r principio. — La superfìcie piana d'un disco 
è divisa in m settori bianchi, n rossi; al centro del disco è in- 
fisso un perno, su cui è appoggiata una lancetta girevole intorno 
al perno. Imprimiamo a questa lancetta un moto rotatorio; la punta 
della lancetta si arresterà al disopra di un settore bianco, o al di- 
sopra di un rosso. Se supponiamo che tutti i settori siano eguali 
noi abbiamo m casi favorevoli al settore bianco ed n favorevoli al 
settore rosso, ed m-H* casi possibili, dunque le due probabilità 

sono — — i — — . Ora la somma di queste due probabilità con- 

trarieè r ^±?=1. 
«H-n 

Verificazione del 2° principio. — Supponiamo che il suddetto 
disco sia diviso in m settori bianchi, n rossi, p verdi, q azzurri; 
e cerchiamo la probabilità che la punta della lancetta si arresti su 
un settore verde o su uno bianco. Il numero dei casi favorevoli è 
m+p t quello dei casi possibili è m-HH-p-H], dunque la proba- 

. ... . . w~t-p m p « m 

1 in-Hìr^fH^~m^ìì-hp-Hi m+-n-hp+q' m-HH-p-H? 
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è la probabilità che la lancetta si arresti sul settore bianco, e 
fj— r quella che la lancetta si arresti sul settore verde, 



t/i-f-n-H/H-'/ 
dunque... 

Applichiamo questo principio a risolvere il seguente problema. 
— Da un mazzo di carte se ne estrae una, qual è la probabilità 
che essa sia un re od una regina? La probabilità che essa sia un 
re è Vi3> (esempio 1°); e la probabilità che essa sia una regina è 
pure Vi», dunque la probabilità cercata è ' 2 J U . 

Verificazione del 8° principio. — Consideriamo il giuoco del- 
l'esempio 4°. — Nel 1° caso la probabilità che la prima carta sia 
un re è Vis» ^ a probabilità che la seconda carta sia una regina è 

4 1 1 

pure dunque pel principio 3° la probabilità cercata è ^j^jgg 

come si è trovato direttamente. Nel 2° caso la probabilità che la 
prima carta sia un re od una regina è 2 / 13 (5° principio). Ma, 
estratta la prima carta, si sa quale dev'essere quella della seconda 
estrazione, quindi se la prima è un re la seconda dev'essere una 
regina, e reciprocamente, dunque la seconda probabilità è V13, 

dunque la probabilità cercata sarà secondo il 3° principio j^j^^ 

che è quella trovata direttamente. 



CAPITOLO IX. 

BINOMIO DI NEWTON - POTENZA D'UN POLINOMIO 
RADICE D'UN POLINOMIO. 



80. — Noi cominceremo a trovare la formola generale del pro- 
dotto di m fattori binomi della forma #-Hi, x+b, #-|-c,..., aH-A, 
aM-/. Noi abbiamo (x-ha)(xH-6)=^*-f-(<i-h^4-fl*. Per avere il 

I>rodotto (a>-Hi)(jr-+-b)(x-)-c) moltiplichiamo il secondo membro del- 
' eguaglianza precedente successivamente per x e per c, e som- 
miamo, otterremo 

(£+a)(aH-£)(x^)^M-(a+*)*^ 
ossia 

(x+a)(x+b){x+c)=x 3 Ma+b+c)x*+(ab-\^c+bc)x+abc. 
Nello stesso modo troviamo 

(x-f-a) (x-+- b)(x-h c)(x -+- d)=x* -4-(a-f- b -4-c)* 3 -+- (ab+ oc •+■ bc)x' 
+abcx^x*+(ad^d^d)x'^(ibd+acd+bcd)x-t-aba1, 

ossia 

(x^a){x^)(x^c)(x^d)z^-^(a-+^-^-c-\-d)x $ 

Consideriamo quest'ultimo prodolto: noi vediamo che il pro- 
dotto di 4 fattori binomi che lianno un termine comune x è un 
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polinomio completo di quarto grado in r, ordinato il quale se- 
condo le potenze discendenti di x, il coefficiente del primo ter- 
mine è 4, quello del secondo termine è la somma dei secondi 
termini dei binomi, quello del terzo termine è la somma dei prodotti 
di questi secondi termini 2 a 2, quello del quarto termine è la somma 
dei prodotti dei secondi termini dei binomi 3 a 3, e l'ultimo termine 
è il prodotto di lutti i secondi termini dei binomi. Si tratta di di- 
mostrare che questa legge è generale; e a tal fine basta dimostrare 
che se la legge è vera per m fattori, lo sarà pure per ra~H fat- 
tori. Supponiamo dunque che si abbia il prodotto P di m fattori 
(x-Hi), (aH-£), 0+-c), (£-HJ),..., (x+l) dato dalla forinola 

P=^-A 1 ^-M-A t ^-H-A 3 £*- 3 -K • • •-+- A, ac— •-t-A, + is"-« " 1 -h.... 
4-A«-2^-4-A w _ix-|-A w (A), 

essendo A„ A„ A 3 , le somme dei prodotti delle m quantità 

a, b, c, d... prese 1 a 1, 2 a 2, 3 a 3,... Moltiplicando i due 
membri di quest'eguaglianza per x-\-s avremo 

-N I -+*A,| -HA»| -HA| I 

Il prodotto degli m-M fattori è ancora un polinomio completo 
di (wH-4)° grado rispetto ad x, si tratta dunque solo di dimo- 
strare la legge dei coefficienti, cioè chiamando B 7+ i la somma 
dei prodotti degli m-M secondi termini presi g-M a q-H, si 
tratta di dimostrare che B,+i=A,+H-SA«. Ora A*, A ff+ i sono 
rispettivamente le somme dei prodotti degli m termini c, b, c, d...l 
presi q a q e q+i a <7-+-l, dunque SA 7 è la somma di quei pro- 
dotti degli m-H termini a, b, c,.. J, s presi q+i a fl-M che con- 
. • j- i A .m(m — 2)...(w— g) 
tengono il termine 5, quindi A«+i consta di — — 3 (g-H) 

OA m(m-— l)(m— 2) (m—q-t-\ ) . . 

termini, e SAg consta di — 1 g a termini, 

dunque A ?+ H-SA< consta di un numero (?i termini dato dalla 
somma 

m(m—\)(m—%)...(m—q) w(»i— l)(ro— g-H) 
1.2.3... (g-H) 12...g 
la quale è eguale a 

m(m—i ). . . (m— ) / . m—q\ (m-\-ì )m(m— -1 ).. . . (m-H — q) . 

1.2.3.. .7 V g-HA~ 4.2...g(g-H) : 

dunque A< + H-SA« contiene tanti termini diversi quanti sono i pro- 
dotti di (m-M) quantità prese <M-1 a g-M, cioè contiene tutti i 
termini di B,+i, dunque tVn=A, + H-SA«, e quindi la formola (1) 
è vera in generale. 

II prof. Betti ha fondato su questa formola (i) la dimostrazione di un 
importante teorema che egli ha inserito fra le note al trattato d'Algebra 
del Bertrand da lui tradotto. — Vedi Àlgebra del Bertrand, pag. 339. 

81. — Potenza intiera e positiva d'un binomio. — Se noi 

supponiamo eguali le quantità a, b, c,..., il prodotto degli m bi- 
nomi (r+a\ (#-H>), (M-cì,..., (x+l) sarà eguale a (iH-fl)"; 0 A, 
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sarà eguale alla somma di tante volte a" quante sono le combi- 
nazioni di m lettere a a o, cioè sarà A 7 =^^ — 1)...(m 

1.2...^ 

. . m 4 m(m— 1) . . w(m— l)(m— 2) , 
quindi A,=:^-a, A,= — j-g-"*» A s =— > — '-a 3 fi 

quindi la forinola (1) diventa 

(2) (r+a)~=x-+ JLa^-^'-^^^'^-'-h. 



Questa formola è chiamala la forinola del binomio di Newton, dal 
nome del suo inventore. 

Nel secondo membro della formola (2) il termine che ne ha n 
avanti a sé, ha per coefficiente C*,„, ed il termine che ne ha n 
dopo di sè ne ha w— n avanti, poiché il numero totale dei termini 
è ro-M, dunque il coefficiente di questo termine è G*,„_», ma noi 
abbiamo dimostrato che C m , n =Cm,n-n (n. 77), dunque i coefficienti 
dei termini cquidistatiti dagli estremi del binomio di Newton sono 
eguali. Gli esponenti di a ed x però si permutano fra loro. 

Chiamiamo T* f i il termine (n-M)°del secondo membro della (2), 

avremo T„ + i=— * ' v '-a n x m -*. Sia T„ +? il termine 

(w-f-2)° dello stesso sviluppo, sarà 

m(m-l ). )(m--n) , , 1 a 

Ik+? - 1.2...w(n-+-l) -tH-l 1 ^ 1 a:' 

cioè: un termine si deduce dal precedente col moltiplicare questo 
per l'esponente di x e dividerlo pel numero dei termini die pre- 
cedono quello che si vuol formare, quindi aumentare di i l'espo- 
n etite dt a e diminuire di 1 quello di x. 

Con cruesta regola è facile lo sviluppare una potenza qualunque 
intiera ael binomio. Si voglia per esempio sviluppare (x-Ha) 7 . For- 
miamo i coefficienti: essi sono 1, 7, ^?=21, ^=35, 5|i=35, 

35.3 0 , 21.2 7.1 . n.ii»iji 

— r-=2l, -fl-='> "7" =i - Quindi 

(x4^) 7 ^ 7 ^-7a^4-21a^T''^-35aV4^5a 4 x s 4-2^a 5 x 1 4-7a 6 *4-rt^ 

Considerando la proprietà che i coefficienti dei termini equidi- 
stanti dagli estremi sono eguali, noi avressimo potuto limitarci a 
calcolare solo la metà dei coefficienti. 

Cangiamo nella (2) il segno di a, avremo 

(,_«)"*=r-_,„«*--> + ??<£=lW-'_ "'^yW -V . . . 

■■■+(- | ) , M(w "i ) i!r^' ^- < ' v ' <*> 

Davanti al termine generale abbiamo messo il fattore ( — 1)" af- 
finchè s'intenda che questo termine si deve prendere col segno -+- 
se n è pari, e col segno — se « è impari. Lo stesso si dica del- 
l'ultimo termine rispetto ad m. Se nelle formole (2) e~(3) facciamo 
x=t, a=i, otterremo 
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J"=iw^ + m(m t^ % +• • • - Hiì+1 - 

le quali formole ci dicono che: /° /a somma dei coefficienti dello 
sviluppo dell' m» 1 ™ potenza d'un binomio è eguale all' tù nlmà potenza 
di 2; T la somma dei coefficienti dei termini di posto pari c eguale 
a quella dei coefficienti dei termini di posto impari. 

82. — Noi abbiamo x±a=x( 1±:— ) quindi (ad»)-==W \±- Y. 

/ a \ *» V x / \ */ 

Quindi sviluppando ( 1 ±> 1 colla forinola Newtoniana, avremo ancora 

(*±ar—[<±? ^ g± '" ( "7.; x 3 OT ' 2) £+..]• 

Si dimostra nelle matematiche superiori che la formola (2') del 
binomio di Newton è vera qualunque sia m purché sia a<>: ma 
bisogna osservare che mentre la formola ha un numero finito e 
determinato di termini quando m è intiero e positivo, essa si com- 
porrà d'un numero infinito di termini se m è frazionario o negativo, 
ma si dimostra ancora che prendendo i primi n termini dello svi- 

(a \ t * 
1±:— j , la loro somma è tanto più approssimata al 

(a \ m a 
1±— ) quanto maggiore è», e quanto minore è — , 
J a 

di guisa che se il rapporto — è piccolissimo, basta sommare i primi 

x 

tre o quattro termini per avere una grandissima approssimazione. 

Noi applicheremo la formola (2') ad estrarre una radice da un 
numero intiero. 

Si voglia estrarre la radice pF tima da un numero intiero N: questo 
numero è compreso fra le due quantità a? e (a-hl)*, essendo « 
un numero intiero, dunque se a'>N— a*, possiamo porre 

Se invece a*<N-— a? allora sarà (M-1)p>N, e quindi porremo 
fa =[(a-f-1)^N-(a-Hl)^ =(a-+-l) [t -^±g=^]"Ì . 

Poniamo ^"^ > -=x ì ^~^^==j/, e applichiamo la formola (2 / ) 
avremo nel 1° caso 

fc«ci W -.[<+ ì f + $ ]. 

e nel 2° caso 

VW=(«+i HI -y)ì =(«-M)[i - i JL + i(i _, ) £ _ ] ; 
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ossia nel 4° caso 
e nel 2° caso 

Per es., si voglia calcolare V¥i. Noi abbiamo 32=27-h5=3 s -+-5, 
3 1 1 

quindi ^32=r(3 s -+-5) :, =3(l-f- 5 / 2 7) 3 , dunque prendiamo la forinola 

(4) in cui facciamo p=3, a=3, .m 5 / 27 , ed avremo 

,/ 5 J>!_ 5.5 a 2.5.8.5' \ 

ossia 

• j 5_ _25^ 025 6250 \ 

K32=J^i-h 8l 6561 M594323 129140103 /' 

prendendo solamente i 5 primi termini otteniamo 

» 1639968936 
' 516500652 ' "° 

8 _ 

Ora estraendo direttamente la radice si trova ^32=3,17480 

Dunque l'errore è minore di 0,00002. 

Si voglia ancora calcolare f/59000; noi abbiamo 59000-+-49=9 3 , 
dunque 59000=9 5 (1 — 49 /9 5 )> e quindi prendendo la formola (5) in 
cui si faccia a=8, p=5, a,-= 49 / 9 5, abbiamo 

/ _49_ 4 49* 19.49' \ 

V 5.9 S 2'5 f .9 10 2.3.5 3 .9 ,s / 

Ritenendo solamente i primi tre termini otteniamo 

_ 784396243962__ Q QQQ . 

V 89000=5 87169610025 -*>™ ò > 

mentre estraendo direttamente la radice si trova 8,9975..., dunque 
l'errore è minore di 0,001. 

1 

Si voglia ora calcolare la quantità — essendo p ed N numeri 

intieri e positivi; dando ad a, x y y il significato attribuito loro 
nel caso precedente, avremo le due forinole 

ossia 

(fì\ JL— Ih 9 , .P-M x 9 ( ? H-1)(2/H-l) s' -| 
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Per esempio applicando la (6) si avrà 

1 _ 1 iA 1 4 6.1 6.11 1 \ 

3 V 516 2.5M6* WFM> + - )' 

ed applicando la (7) 

1 1 1 A 4 1 7 1 7.13 



^62 2 



1 _4A 1 1 7 1 7.13 4 \ 

/, _ 2 \| = 2\ 6 *32" + " 2 *6«.32 l 2.3 '6 3 .32 ?lH "' 7 
V 84/ 

— Potenza intiera d'un polinomio. — Si debba elevare 
alla potenza m'" ma il polinomio P=a-HH-c+(M-H-....-+-gf-f-/t. 
Poniamo H-c-M-h • - A-q-\-h=j\ e sarà V m =(a-+-x) m : il termine 
generale dello sviluppo (fi (a-He) è 

m( m—l )(w — 2). . . . (m— n-H)^„^_„ 

1.2.3.. ..n ' 
ossia 

T 1.2.3.. ..fft , -, - v 

=i"5 irai — 7 :aV w . (a) 

l.2....w.1.2....(m— n) v 7 

Poniamo C-H/-K • • . -\-<j-hh=y, sarà e il termine 

generale dello sviluppo di (b+y)—" sarà 

1.2.3....(m-n) 

1.2.3....p.l.2....(m— n— p) J 

cosicché sostituendo nella (a) ad questo valore del suo ter- 

mi ne generale « avrà T = < 2 „ A 2 p A ^ • (0 

Poniamo riM-e-K • • • -f-fH-/*=z, donde ?/ OT -*-> , =(c-Kr- n - p . Il ter- 
mine generale dello sviluppo di (crH) m ~~*~ p sarà 

1.2.3.... (m—ìi—p) c „ : ,_„_ D _, ? 
1.2 — 7.1 .2....(m — n — p — q) 
onde sostituendo nella si ha 

T _ 1.2.3.... ma* fra'**-*-'-' , * 

1.2....n.l.2....p.l.2....^.l.2....(m— w— p— 17) ' 

Così procedendo finché si venga ad aver solamente la potenza del 
binomio g-\-h si otterrà pel valore del termine generale la formola 

- 1 . 2. 3. . . m. a n V > cià r e'. . . g l h" 

* } 1. 2... n.1.2.. .p.1.2.. .g.1.2.. .r.1.2.. ..«?... 1.2.. .M. 2.. ai' 

È evidente in primo luogo che il termine T dovendo essere di m ttim0 
grado, si dovrà avere la relazione (2) n-bp+q tr i s I . . . +H-i*=sm. 
in secondo luogo dando nella (1) ad », p, 7,... tutti i valori com- 
patibili colla condizione (2) la somma dei termini che risultano 
rappresenta lo sviluppo di P*. Osserviamo finalmente che dando 
ad alcune delle quantità n, p, q, per esempio ad v il valore 



7G 

0, il prodotto 1.2... n non ha alcun senso: d'altronde nella (a) fa- 
cendo n=0 si deve ottenere l'ultimo termine dello sviluppo del- 
IV potenza del binomio a-Hr, il qual termine è x m e non può 
questo termine esser dato dalla (a) a meno che si convenga che 
sia 4.2.3...n=t per n=0, cioè che non si tenga conto di questo 
prodotto. Con queste osservazioni si può agevolmente ottenere lo 
sviluppo di P". Sia, per esempio, P=a-MH-c-M, m=3. Diamo ad 
n, p, q, r tutti i valori compatibili colla condizione n-hp-Hj-hr=S: 
abbiamo così 20 sistemi di valori di n, p, g, r, i quali sostituiti 
nella (1) dànno 20 termini dello sviluppo di (aH-/M-c-M) s . Questi 
20 sistemi si possono riunire in tre gruppi distinti 



n 

P 

<Z 

r 



i'^grup^o 



gruppo 



3 


0 


0 


0 


2 


2 


2 


1 


1 


1 


0 


0 


0 


0 


0 


0 


1 


1 


1 


0 


3 


5 


0 


1 


0 


0 


2 


0 


0 


2 


2 


1 


1 


0 


0 


1 


1 


0 


0 


0 




0 


0 


S 


0 


0 


2 


0 


1 


0 


2 


0 


2 


1 


1 


0 


1 


0 


0 


0 


3 






1 


0 


• 


2 


0 


1 


0 


2 


1 


2 


0 


1 


1 



^gruppo 

0 
I 
1 

1 

1.2.3 



I sistemi del primo gruppo corrispondono al coefficiente j^—l , 

12 3 ì.z.o 
quelli del secondo al coefficiente ^-^=3, e quelli del terzo gruppo 

A Q Q i.l.Z 



al coefficiente 



1.1.1 



=6. Quindi sostituendo successivamente nella 



forinola (1) questi gruppi di valori di n, p, q, r, avremo il se- 
guente sviluppo: 

^ad'-^b'c+Wd+Sbc'+Sbd'+Sc'd+Scd* 
^abc-r$abd-rSacd+6bcd. 

84. — Badici d'un polinomio. — Chiamiamo Q la potenza 

m 

ni M '" a del polinomio P=a-+-b-hc-\-d-h. . . . , sarà f/Q=P; il pro- 
blema che noi ci proponiamo di risolvere è questo: dato il poli- 
nomio Q che è una potenza m nim perfetta d'un polinomio P, tro- 
vare questo polinomio P. Cominciamo perciò ad osservare che se 
si ordina il polinomio Q rispetto alle potenze discendenti di una 
lettera, il primo e l'ultimo termine debbono essere due m Mim < po- 
tenze perfette, cosicché se mettiamo Q==m-HH-2-H-K..., e se 
supponiamo che u, v, z, t,.... siano polinomi ordinati secondo le 
potenze discendenti d'una lettera x, di modo che il minor espo- 
nente di x contenuto in u sia maggiore del massimo esponente 
di x contenuto in v, ecc., e se lo stesso facciamo per P: il primo 
termine di a sarà il primo termine della radice ottenuto coll'es- 
trarre la radice m" ima dal primo termine di u. Cercheremo ora 
un metodo col quale quando si abbia un certo numero di termini 
di P si può trovare il termine seguente. Sia k l'insieme dei termini 
trovati di P, e h il complesso di quelli a trovare; essendo k ed 
h ordinati come sopra si è detto, avremo evidentemente 

Q=(A-h/i)-=/c--h W ^-^-h..., donde 
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Ora À è di ^rado superiore ad h rispetto ad u, quindi il primo 

termine di -j- è di grado inferiore al primo termine di h, dunque 

il quoziente che si ottiene dividendo il primo termine di Q — k m 
per mi"- 1 è il primo termine di h } cioè il primo termine di quelli che 
seguono i termini di k, cioè è il termine cercato: quindi per es- 
trarre la radice m e,ima da un polinomio intiero Q si può usare la 
seguente regola : Si ordina il polinomio Q secondo le potenze de' 
crescenti d'una sua lettera e si estrae quindi la radice m«* ilM dal 
primo termine. Sia a questa radice; si fa la (m — 1) M, « M potenza 
di a e la si moltiplica per m; si sottrae da Q la quantità a" c 
poi si divide ilpnmo termine della differenza per il prodotto ma*- 1 , 
il quoziente sarà il secondo termine della radice. Sia b questo 
secondo termine; si eleva il binomio a-hb all'm aim * potenza e la 
si sottrae da Q, e si divide il primo te) % mine del resto pel primo 
termine di m(a-+-b) n-1 , cioè ancora pei' ma B ~ 1 , il quoziente sarà 
il terzo termine della radice; e cosi si procede finché si trovi alla 
radice un polinomio P=a-f-b-4-c-+-. . . . tale cìie Q— P m sia eguale 
a zero, o sia un polinomio di grado inferiore ad ra — 1, od 
abbia il primo coefficiente non multiplo di m. Nel primo caso P 
c la radice m" ,nM di Q ; negli altri casi Q non è una potenza m Mlmj 
perfetta d'un polinomio intiero. 
Si voglia p. es. estrarre la radice A' dal polinomio 

P=81 a 9 — 540a 7 H-1 566aW— 582a 5 6M-264a 4 £ 4 — 1 720a 8 6> 
-+-696aW— 1 60aJ&M-l 66 8 . 

La radice 4* di 81 a 8 è 3a*, quindi ricaviamo P— (3a*) 4 = — 540a 7 M-. . • 
Ora l$a'y=£la\ 4.27a e =108a 6 , donde 

P— (3o') 4 __ 540a 7 H-. . . ._ c , 
4(3a»)« ~~ 108a 6 = oatH-...., 

dunque il 2° termine della radice è — 5aè. 

Ora (3a l — 5a&) 4 = 81 a 9 — 540a'6-H 1 SoOa'ò*— 1 500a 5 6 3 -h 625a*6 4 , 
onde P-^3a a — 5aò) 4 =216a 6 6M-...., e quindi 

P-(&»'-5a&) ' . 

il terzo termine della radice è W. 
Ora (3a«— 5aH-26 , ) 4 =P, dunque la radice cercata è 3a«— 5aH-26'. 



CAPITOLO X. 

DEI DETERMINANTI. 

* 

85. ; — Prendiamo n lettere a, b, c, d,... t h, i ; k,.. . , o, », q,...,s, t, 
e facciamo il prodotto di esse per le loro differenze 2 a 2, nelle 
quali differenze si prenda sempre col segno — la lettera che pre- 
cede; designando con P questo prodotto avremo 

Pz=abcd.. . s/(6—a)(c— a). . . (k—a). . . . (tr-a)(c—b)(d—b). . . . (k — b). . . • 
. . . (t— b). . . t). . (p—i). . • p). • (s—p)(t—p). . 



Digitized by Google 



78 

Dopo avere sviluppato questo prodotto cangiamo gli esponenti in 
indici, l'espressione che risulla si chiama determinante e si suol 
rappresentare col simbolo 



«1 


b< 


C|. « • • >f| 


a, 


b t 


Ct tt 


a, 


b, 




a» 


b n 


Cu tu 



Le lettere a,, 6,, c„..., a„ ft t > c„... si chiamano elementi dèi de- 
terminante. Gli elementi che si trovano sulla stessa linea orizzon- 
tale costituiscono una linm y e quelli che si trovano in una stessa 
linea verticale costituiscono una colonna : gli elementi a ? , b t , c„... 
posti su una diagonale si chiamano principali, e quelli che sono 
disposti simmetricamente rispetto a questa diagonale si chiamano 
coniugati: cosi sono coniugati gli elementi a t e b ìy gli elementi a, 
e c„ gli elementi b 3 e c„...; in generale due elementi sono coniu- 
gati quando l'indice dell'uno rappresenta il posto che occupa la 
lettera dell'altro nella serie a, t, c, <f,... 11 numero delle lettere 
di questa serie costituisce l'ordine del determinante; cosicché il 
determinante proposto è di n ttimo ordine. Evidentemente un deter- 
minante di n aimo ordine contiene n* elementi. 

I determinanti godono di moltissime proprietà e sono suscettibili 
di un grande numero di applicazioni; noi ci limiteremo a dimo- 
strare alcuni teoremi che li riguardano rispetto all'applicazione che 
se ne può fare alla risoluzione delle equazioni. 

86. — Teorema 1° — Se in un determinante si pwmutano tra 
loro di posto due colonne, esso cangia di segno e non di valore. 

Permutiamo tra loro le colonne che contengono le lettere tep: 
ciò equivale a cambiare i in p e p in t nel prodotto P; questo 
cambiamento non altera che i fattori che contengono l'una o l'altra 
delle due lettere i e p, cioè i fattori 

(i—b). . . . (i—h)(k -?) (o—i) (q-i). . . . (s—i)(t—i) 

(p—a)(p-b). . . (p— /* )(p— t )(p— k). . . (p— o)(v— p). . . (s-p)(t— p). 

Ora i fattori (i— a)(i -b)... (i--h) ed i fattori (p— a)(p—b)...(p— h) 
si cambiano gli uni negli altri. 

I fattori t)...(o— t) ed i fattori (p— k)...(p—o) si cambiano 
gli uni negli altri cangiando di segno e abbiamo perciò un numero 
pari di cangiamenti di segno, di guisa che il segno del prodotto 
non viene alterato. 

I fattori (g— i) ed i fattori (<?— p)....(J— p) si cambiano 
gli uni negli altri. Finalmente il fattore (p— t) muta solamente di 
segno facendo cosi cangiar di segno al prodotto, e questo è l'unico 
cambiamento che avvenga, quindi anche il determinante ^ cangia 
solamente di segno. 

87. — Teorema 2° — Se un determinante ha due colonne eguali, 
esso è identicamente eguale a zero. 

Infatti supporre eguali le due colonne che contengono le lettere 
i e p equivale a supporre i=p, e quindi il fattore p— 1=0, e an- 
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nulla perciò il prodolto Pi, quindi anche il determinante a, qua- 
lunque sia il valore attribuito alle altre lettere a, b, c t ... 

88. — Teorema 3° — Se si moltiplicano o si dividono tutti gli 
elementi d'una colonna d'un determinante pei- una stessa quantità 
il determinante resta moltiplicato o diviso per la stessa quantità. 

Infatti il fattore t entra in tutti i termini di P poiché è fattore 
di P, quindi se moltiplichiamo o dividiamo in ciascun termine il 
fattore che è una potenza di i per una quantità a, ciò che equivale 
a moltiplicare o dividere per a tutti gli elementi della colonna che 
contiene i nel determinante, il prodotto P e quindi anche il de- 
terminante A resta moltiplicato o diviso per a. 

Corollario. — Un determinante è mulo se gli elementi d'una 
colonna sono proporzionati agli elementi corrispondenti d'un' altra. 

Infatti siano k u k t , A' 3 ,..., k„ gli elementi cruna colonna del de- 
terminante, e siano h u h ti /t 3 ,..., /t«gli elementi d'un'altra colonna 
dello stesso determinante, e supponiamo che sia 

A a Jf^ lift . 

K h t K t h n ~ p ' 

sarà fcj=rpAj, frj=p/i„ A,,=pA„..., k„=?hn y cosicché risulterà l'egua- 
glianza 



a^ . • . k i . . . h * j > . . 
a t • • • A'j • . • h t . • a 

$3 . . . /fj ... A3 ... 




a,... 

Cf 2 • • • 

a 3 ... 


l< ì . . . h 1 ... 
p/j j . . . ìif ... 
p/ij ... //g ... 




a^ ... /t| ...//( ... 
<j j . i . A j ... A 2 ... 
. . . // 3 . . . h 3 • . . 


. . k n . . . h n . . . 




a„... 


$h„... h H ... 




eia. . . hn. ../<«... 



pel teorema precedente. 

Ma l'ultimo determinante è nullo pel teorema 2°, dunque A=0. 

89. — Teorema 4° — Un determinante c la somma algebrica 
dei prodotti che si ottengono permutando in tutti i modi possibili 
gli indici del modotlo a.b 2 C3...t„ (B), e dando segni contrari a 
due prodotti che si deducano l'uno dall'altro permutando tra loro 
due indici. 

Infatti: 1° In ciascun termine dello sviluppo del prodotto P si 
hanno tutte le lettere a, b, c, d,...,/ con esponenti diversi, poiché 
se due lettere i e p, per es., avessero in un termine due espo- 
nenti eguali, questo termine non camberebbe permutando le let- 
tere t in p: e siccome questo cambiamento cangia P in — P pel 
teorema 1°, questo termine si troverebbe pure in — P, e quindi 
anche in P col segno contrario, e perciò si distruggerebbe. Dunque 
in ogni termine si debbono trovare tutti gli esponenti 4, % 3,..., n, 
e quindi in ogni termine del determinante A si debbono trovare 
tutti gli indici 1, %..., n. 

2° Una permutazione di due indici equivale alla permutazione di 
due lettere: infatti se nel termine a i b t Cs...i m ...p r ...tn permutiamo le 
lettere t e p otteniamo il termine a i b t c i ...p m ...ir...t H che è eguale al 
termine a i b t Ci...i r ...pm...t„. Ora quest'ultimo. termine differisce dal 
proposto, solamente per una permutazione dei due indici m, r. 
Dunque se nel determinante A permutansi due indici, pel teorema 
1° i termini positivi divengono negativi e viceversa, perciò in A 
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debbono comparire tulli i termini che corrispondono ad una per- 
mutazione qualunque di due indici nel prodotto (B). 

Permutando successivamente un numero pari di volte due a due 
differenti indici i termini conservano gli stessi segni, poiché il de- 
terminante non cangia nè di segno né di valore; facendo un nu- 
mero impari di queste permutazioni i termini cangiano di segno, 
poiché cangia di segno il determinante senza cambiar di valore. 
Dunque se vogliamo sapere se due termini hanno segno eguale o 
contrario ci basta contare il numero delle permutazioni di indici 
che bisogna effettuare per passare dall'uno all'altro. 

Con questo teorema è facile lo sviluppare un determinante qua- 

lunque. Si voglia, per es., sviluppare il determinante a= a s b t ^ 

Prendiamo il prodotto a x b t c % , ad esso applichiamo il teorema pre- 
cedente facendo tutte le permutazioni possibili negli indici, troveremo 

A=a 1 V 3 — «AcH-aAcr- a t b x c^a % b x c t — a 3 ò,c,. 

!X). — Teorema 5° — Un determinante non muta valore cam- 
biando le linee in colonne e le colonne in linee, e quello che si 
dimostra pei' le colonne vale anche per le linee. 

Infatti cambiando le linee in colonne non variano i termini prin- 
cipali e quindi non resta alteralo il prodotto (B), quanto agli altri 
termini si ha la sola permutazione dei termini coniugati, ma questa 
permutazione equivale a due permutazioni che si distruggono, cioè 
alla permutazione delle lettere due a due e a quella dei loro in- 
dici, dunque il determinante non resta alterato. Per es.: permu- 

a \ ^4 c i 

tando le linee in colonne nel determinante a= 



terminante a'= 



«3 &3 Ct 



si ha il de- 



u 3 v 3 e. 

Se prendiamo il prodotto a,*V, e consi- 



b t & s b 3 
c i c t c 3 

deriamo le lettere a, b, c come indici dei numeri 1, 2, 3, e per- 
mutiamo le leltere due a due in tulli i modi possibili abbiamo lo 
sviluppo del determinante A', ma questa permutazione di lettere 
equivale a quella degli indici pel teorema precedente, e questa 
seconda permulazione ci dà lo sviluppo di A, dunque A:z=a'. 

91. — Teorema 6° — Un determinante di ordine n si può 
esprimere colla somma di n determinanti di ordine n—i. 

Per fissare le idee cominciamo a considerare il determinante di 
4° ordine. Pel teorema 4° noi abbiamo 

a x bi c, </, Ui x b t c l d 4 -a x b i c 4 d^a ì b z c 4 d i -a x b i c t d 4 ^a x b 4 c t d S '-a x b 4 c 4 d l 

a, 6, c s d t i^ s b ì c,d i -a i b t Cid f +a t b t c A d l -a t b t c l d i ^&^ 

a 4 6 4 c 4 d 4 '-a46iC f rf a 4^4^ J Carf|-a4^c 3 rf 1 4-rt46 t c l ti,-a46,c 1 J l -Hi46,c t rf 1 

11 2° membro si può ancora scrivere nel modo seguente: 
a,(ò,c 3 d t — b t c 4 d 3 -f- b B c 4 d, —b t c t d 4 -+- b 4 c t d t — b 4 c 3 d t ) 
— bt (a t c ì d 4 —a i c 4 d y +-a i c 4 d t — a 3 c, d 4 -f- a 4 c,(/ 3 — a 4 c s d t ) 
+c x (a t b t d 4 — a,M 3 -ha 3 6 4 (/ f — «fi&A-NuWa — a 4 b,d t ) 
— d x (a^b z c 4 - a t b 4 c ì -^-a i b i c 4 — a s b t c 4 -ha 4 bgC a — a 4 b s Ct). 
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a t ò a d t 
<* 3 b 3 d 3 
a 4 b 4 d 4 



— d A 



a, b t c t 

^3 *3 c, 

a 4 b 4 c 4 



Ma ciascuna delle somme comprese tra parentesi è un determinante 
di 3° ordine, dunque avremo 

a ì e d l?« c ' d J °» c ° d > 

a! è! c\ d\ ^ << * *> * * 
ciò che dovevasi dimostrare. 

Veniamo ora alla dimostrazione generale, e perciò osserviamo 
che in ciascun termine di P comparisce una delle lettere a, 6, c,..., s, f 
ed una soltanto innalzata al 1° grado, quindi aggruppando insieme 
ì termini che contengono una stessa lettera innalzata al i° grado 

avrem o P= Aa+BM-Cc+Dd-h +\]h-\-]i+Kk+ -+-SH-T*. 

A non contiene la lettera a, B non contiene 6,.... Determiniamo 
uno di questi coefficienti, per es. il coefficiente I della lettera j: 
perciò osserviamo che il cofficiente di i è il prodotto 

abc. ..hk... t(b-a). . . . (h-a)(k—a). . . . (*— a)(c— b). ...( h—b)(k—b). . . . 

(t-b) (*_*)(_*)(_&). . . h....s.t, 

che è eguale a 

;'6V. . . h'k*. . . s*l\b— a). . . . (A_ a )(*- a). . . . ((—a). . . . (t—s) 

bc. . hk. . *(aòc. .M.. t(b - o)(c— a). . (h—a)(k— a). . a). . (t—s)). 

Il prodotto compreso fra le parentesi quadre, considerando gli 
esponenti come indici, equivale al determinante 

«i &i Ci h t A. t t 

(tx b t c, h f k t /, 



a, 



-1 b„-l C H -\....h n -\ k n -\....tn-l 

e quindi si può ottenere il prodotto di esso per ±a.b.c...h.k...t t 
moltiplicandone tutti gli elementi della prima colonna per a, quelli 
della seconda per 6,..., e considerando ancora gli esponenti come 
indici; eseguita quest'operazione, risulta 





a, 


b, 




A - j . . . l i 




a, 


b, 


Ci ... h>i 


aTj » • • t 




a„ 


b. 


C«.../t;| 


k n ...t 



dunque I è il determinante che si ottiene da a tralasciando la 
prima linea e la colonna degli ». 

Si prenderà il segno -h o il segno — secondo che è pari od 
impari il numero delle lettere a, 6,..., h che precedono t. Quello 
che abbiamo detto rispetto agli elementi della 1* linea, cioè rispetto 
alle lettere ali 0 graao, vale per tutte le altre linee ossia per 
tutte le potenze delle lettere, poiché si possono permutar tra loro 
le linee senza mutare il valore assoluto del determinante. Dunque 
chiamando A„, B W) C,.... i determinanti che si ottengono da A 
tralasciando Ym uim * linea e rispettivamente la V, 2*, 3 a ,.. colonna, 

si avrà la formola (a) ^=k„a, H +B m b m ■^-C m c m ■+■ -fT w /„; e 

siccome si possono mutare le linee in colonne e le colonne in linee, 

Levi 



li 
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chiamando I„ I„ I,,..., I» i determinanti minori che si ottengono 
da A tralasciando la colonna delle lettere t e rispettivamente la 1 , 
2*, 3*,..-, n«"" ,a linea, avremo ancora la formola 

(fi) A=I 1 t 1 -4-I,t«-+-I,t,-+- -HLt«. 

ColPaiuto di questo teorema è facile il calcolare il valore numerico 
d'un determinante. Si abhia per esempio il determinante 



A= ! 2 3 A ; noi abbiamo a=8 ? q 

|7 5 9| 



—2 



15 81 . -15 81 



[5 9 



k-7 



3 4 



ma 



13 41 
5 9 



15 8 
5 9 



5 81 

3 4r~ 



dunque A=3.7— 2.5-7.4=21— 10-28=— 4 7. 

92. — Teorema 7° — Se più determinanti dello stesso ordine 
hanno comuni tutte le colonne meno una, la somma di questi 
determinanti è un determinante che ha tutte le colonne eguali a 
quelle comuni nei determinanti proposti, meno una che è formata 
dalla somma degli elementi corrispondenti non comuni degli stessi 
determinanti: lo slesso si dica riguardo alle linee. 

Siano A, A', A", A"',..., A<») i determinanti proposti, e siano m, 
m', ra", rw'",..., m 1 ') le lettere non comuni di questi determinanti; 
rappresentiamo con M„ M„ M„..., M* i determinanti minori che 
si ottengono dai determinanti proposti tralasciando la colonna delle 
lettere w, m', m",... e rispettivamente la l m ", 2 da , 3" n" ima linea; 
applicando la formola (fi) avremo 

A =M,m, -+-M»m, -HM 3 m, -+-... -+-M*m B , 
a' =M t m'i -+-M,m', +M a m' a 4-...-hM»m', , 
A" = M l m" 1 +M,m" t -f-M 1 m" r f-. . .-t-M„m"„ , 

À(«)=M,w ,W +M,'m>') +M,m,W +! . *+Mlm»w! 

Onde sommando membro a membro queste eguaglianze avremo 

à+A'-j-A"-!- H-A(») == M,(tn 1 -|-w / 1 -|-m ,/ 1 H- -H»t M ) 

+M,(ro t +ro' f +m" 1 +. . • + w, W )+. . . +M n {m n +m'n+m' t n +. . + W ), 

la quale eguaglianza dimostra la l a parte del teorema. 
Esempio. — Sia 





a, 


b t 






a', 




Ci 




a 7 ', 


*« 


Ci 


A= 


a, 


b t 


Ci 


, A'= 


a' t 




c, 


, A»= 


a". 




c, 




a 3 




C 




*\ 


K 


c 3 




a 7 ', 


*, 


e! 



avremo 



a { -\-a\-r-a' ! x b v c, 
A4-AM-A"= flH-fl'H-a"* b t c, 



Quello che abbiamo detto riguardo alle lettere (colonne) lo pos- 
siamo ripetere riguardo agli indici (linee). Siano a my b m , e,..., t m ; 
a' my b' m , c'„,..., l' m ;a» m , W m c"„,..., *"„;...; a«„, W m , fl»U,.. 
gli elementi dell'i»***"* linea dell 0 , 2°, 3°,...(s) mo determinante pro- 
posto. Applicando la formola (a) avremo 
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A = A M a w + B*6„-hC*c Jn -4-....H-T Bt f 
A' = A,„ a' m -4- B m b' m -f-C c'« -+-.... H-T« f ; 



m , 



e sommando membro a membro otterremo 
M-A'+A'M-, ,.4-AW =A„(a„+a'„4-a''..-t-. ..-H^ ,, «.) 

la quale eguaglianza dimostra la 2' parte del teorema. 
Esempio. — Sia 



a= 



ffi b t c, c/, 

a, 6, c t d, 

a, 6 3 c a d a 

a 4 b 4 c 4 d 4 

avremo 

(ti 



A'= 



a, b x c, e?! 

a, 6, c, d t 

a', V t c', d', 

a 4 6 4 c 4 rf 4 



t"ss 



a, 6 4 c, di 

a, 6, c, d, 

a". V' % c", <*",!' 

a 4 b 4 c 4 d 4 I 



6, c, d, . 

0» C t «2 

ai+a'r+-a" t Cg+c'.-N". d 3 -r-d',H-d", 

a 4 ò 4 c 4 d 4 

Corollario 1° — Un determinante non viene alterato se si aggiun- 
gono o si tolgono agli elementi d'una linea o d'una colonna quantità 
rispettivamente proporzionali agli elementi d'un' altra linea o colonna. 
Intatti siano a mi b m c m ,.. y /«gli elementi d'una linea, a pi b py c pi .. y t p 
gli elementi d'un'altra linea d'uno stesso determinante di n"'-* ordine, 
e prendiamo n quantità a, j3, y, r tali che si abbia la relazione 

^-=y-=-^-=...=^-=r; sarà a=ra P , P=rb P) r =rc p ,..., r=rt p . 

\* p U p <s p l p 

Ora pel corollario del teorema 3° il determinante 



ò: 





b t ... 






a, 


b i ...t l 




a x 


b i ...t x 




ra p 


rb p . 


• • rt p 




a M 


b»f • • t*i 




a m 


b n ...tm 










è nullo, quindi sarà A= 












a p 


b p ... 






a P 


b p , . . tp 




a p 


b p . . . tp 




a* 




■ t, 




a„ 


bn^tn 




a n 


b n ...t n 





cioè, pel teorema precedente, 



a t b ì ...t l 




a, 


b t 


ti 




a v 


b t c, 


cu b m ...U, 




a m zLra p 


b^±rb p 


W±rt p 






kj±j3 c±y t^tr 


a p b p ...tp 




a p 


b P 






a p 


b p c p tp 


a n b n ...t tt 




On 


bn 


tn 




Oh, 


b H Cn t n 



Corollario 2° — Un determinante non viene alteralo aggiun- 
gendo agli elementi d'una linea o colonna la somma algebrica di 
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quantità rispettivamente pronorzionali agli elementi di più altre 
linee o colonne. Infatti si abbia il determinante 



. . . fi | . . .l\ .. . !W| • . . p% . • . 

• •./(}•••/(••• m f . . . pi . • • 
. . . . .l 3 . . . m a . . . jij . . . 



. • . il n . . .In . . . m n . . .pn ' • • 

prendiamo tre serie di quantità a„ a„ a,,..., a„; /?„ J3„ £„..., ; 
7u 7* Ti»— $Y»> tan cne s » abbiano le relazioni seguenti: 

l t m t />, " l t m t p* B » /, m, />, , '' ,, *' 

a *_£*__7*„. 

In m* pn 

Da esse si ricava 

^,=r, m , , j3 e =r, m, , £,=r,m, , . . . , 

yi=TiPu y^iPt* 73=^3,- ., 

Quindi avremo 

... /i,-Ha t -f-.&4-7«- t • •• W *•••/>»•• • 



(D 



• . • A*H-**-l-j3ii-l-7*- • k • • • m n . . . /)„ . . . 

. . . 1 • • • l\. . . IH 1 •••/'( • • • 
... . . /j. . • 1/? j ... ... 

. . . . . £3. • • Wj . . . ^3 . . . 



—A -4- 



. . . et 2* . . li . . . m$ . . •['->• . 

• ../j... Wl§ . . . p$- . 



. . . 0C H . ..l H ... ììln. . . Pn- • 



,fi H ...l H ...m„...p„... 



• .."fi .. TMj. . .^1 .. . 
. . . .../■)..• 77? f ■ . . . • • 

. . . 7 3 »• »/j • . .m^. . . pf. . . 



••7". • • • • m»f« • • p ii' • • 



Ma gli ultimi tre determinanti sono nulli pei corollario del teorema 
3°, dunoue sarà a'=a. 

Quando avremo studiato la teoria della risoluzione delle equazioni 
lineari simultanee vedremo altre proprietà dei determinanti. 



CAPITOLO XI. 

TEORICA DELLE EQUAZIONI - EQUAZIONI LINEARI 

93. — Due espressioni algebriche 0 aritmetiche separate fra loro 
dal segno = costituiscono un'eguaglianza. Questa eguaglianza è 
un'identità: 1° se le due espressioni sono semplicemente numeriche, 
e se facendo in esse le operazioni indicate si ottiene per risultato 
in entrambe lo stesso numero: p. es. le eguaglianze 7-ho"=20 — 5, 
*°/ 8 =2-+-3, 45 / 3 =5.3,.... sono identità; 2° se la eguaglianza non 
è alterata qualunque valore si dia alle lettere contenute nelle 
espressioni suddette, p. es., l'eguaglianza (a-r-by=a'-r-%alH-b* è 
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un'identità, poiché le due espressioni che la costituiscono sono eguali 
qualunque sia il valore di a e di b. Sono parimente identità le egua- 
glianze seguenti: 

(a*-b')«=i/(o^b^(a-br; ^-^=a*+ab+b\ 

Ma se col variare dei valori di alcune delle lettere contenute nelle 
due espressioni dell'eguaglianza queste variano diversamente, dimo- 
doché l'eguaglianza venga alterala e non si riduca ad un' identità 
che quando si diano a ouelle lettere determinali valori, l'eguaglianza 
si chiama equazione, e le due espressioni sovraccennale si chiamano 
membri dell' equazione. L' espressione a sinistra del segno = 
dicesi primo membro, l'altra secondo membro. Cosi Y eguaglianza 
a-M 5=8-4-2<i è un'equazione, poiché se diamo ad a un valore 
maggiore di 7 il 1° membro è minore del 2°, e se diamo ad a 
un valore minore di 7 il 1° membro è maggiore del 2°, e l'egua- 
glianza non si riduce ad un'identità che quando diamo ad a il 
valore 7. Quella quantità a si chiama l'incognita dell'equazione, 
e il suo valore 7 che riduce l'eguaglianza in un'identità si chiama 
radice dell'equazione. In generale si rappresentano le incognite colle 
ultime lettere dell'alfabeto e le quantità note o determinale colle 
prime lettere. 

94. — Un' equazione può contenere una o più incognite e queste 
essere affette o no da esponente. D'altronde le incognite possono 
essere legale fra loro e con quantità note per mezzo di più equa- 
zioni. Risolvere una o più equazioni significa trovare lutti i valori 
che sostituiti nell'equazione o nelle equazioni invece delle incognite 
possono rendere queste equazioni altrettante identità. 

Supposto che un' equazione si possa ridurre a non contenere 
che termini separati dai segni -+- e —, e nei quali le incognite 
sieno elevate a potenze intiere e positive, e solamente moltiplicate 
fra loro o con quantità note o determinale, si chiama grado del- 
l'equazione la somma degli esponenti delle incognite presa nel ter- 
mine in cui questa somma è maggiore. Per esempio: l'equazione 
a# f — \bx=\c — 2<7*#*, nella quale a, 6, c, d sono quantità date, 
è di secondo grado rispetto all'incognita x; e l'equazione 

d t axy—Sa i x t y=z^bxy t —bcy s 

è di terzo grado rispetto alle due incognite x e y. 

Le equazioni di 1° grado si chiamano anche lineari. 

95. — La risoluzione delle equazioni dipende dai seguenti due 
principii dì senso comune: 

Principio i° — Un'eguaglianza non viene alterala quando si 
aggiunga o si tolga ai suoi due membri la stessa quantità; 

Principio 2? — Un eguaglianza non viene alterata quando si 
moltiplichino o si dividano i suoi due membri per una stessa 
quantità. 

Col primo principio si può trasportare un termine qualunque da 
un membro all'altro d'un equazione. 

Infatti secondochè un termine è affetto dal segno -+- o dal segno -7- 
togliamo od aggiungiamo questo termine ad ambidue i membri, 
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allora é evidente che scompare nel membro dove stava e viene 
trasportato nell'altro col segno mutato. Per mezzo del secondo 

firincipio possiamo far sparire dall'equazione tutti i denominatori, 
nfatti basta a tal fine moltiplicare tutti i termini dell'equazione per 
il minimo multiplo comune di tutti i denominatori, e conviene 
eseguire quest'operazione nel seguente modo: Trovalo il m. m. c. 
del denominatore, dividiamolo successivamente per ciascun deno- 
minatore, e moltiplichiamo i quozienti pei rispettivi numeratori. 
Per es.: si abbia l'equazione (1) f — f x-r-^x— 3=§£— 4z— A. 
11 m. m. c. dei denominatori è 24. Ora 24:3=8, 8.2=16; 24:4=6, 
6.3=18; 24:6=4, 4.5=20; 24.3=72; 24:8=3, 3.7=r21; 
24.4=96; 24.12=2, 2.5=10. Quindi l'equazione proposta diventa: 

\ 6—1 8*4-202— 72=21 x—%x-\ 0. (2) 

96. — Equazioni lineari. — Teorema. — Qualunque equazione 
di i° grado ad una sola incognita x si può ridurre alla forma 
axzzb, essendo a, b due numeri positivi o negativi. 

Facciamo sparire i denóminatori, quindi trasportiamo nel primo 
membro lutti i termini che contendono l'incognita, e nel secondo 
membro tutti i termini noli: facciamo la somma algebrica dei 
coefficienti dei termini del primo membro e chiamiamo a questa 
somma, il primo membro diventa ax\ facciamo la somma dei ter- 
mini del secondo membro e chiamiamola b; l'equazione proposta 
diventa evidentemente ax=b. Quindi se dividiamo ambi i membri 
di quest'ultima equazione per a otteniamo il valore della radice 

#=- (A), e si è cosi risolta l'equazione. Per esempio, se è data 

l'equazione (1), dopo averla ridotta alla forma (2) trasportiamo i 
termini contenenti x al primo membro e gli altri al secondo, ed 
otteniamo — 1 8x-h20*— 21 x+%x——\ 0—1 O-f-72. Facendo la ri- 

46 

duzione dei termini simili ricaviamo 77s=46, onde x=^. 

7/ 

Dalla (A) è facile scorgere che un' equazione di primo grado ad 
una sola incognita ha sempre una radice e non ne ha che una 
sola determinata. Bisogna però eccettuare il caso in cui a e b 
sono ambidue nulli, nel qual caso la radice può assumere un va- 
lore qualunque. 

97. — Equazioni lineari simultanee. — Si chiamano simul- 
tanee più equazioni a più incognite quando i valori di queste che 
soddisfanno ad una delle equazioni, soddisfanno anche alle allre. 
Noi tratteremo in questo capitolo della risoluzione di n equazioni 
lineari simultanee ad n incognite per mezzo dei determinanti col 
metodo di Bezout. Siano le n equazioni 

a t aH-6 t jH-c,H- -4-0»h-M,k'=** , 



a*x-r-b n y-H; n z~T- 4? «tMr4iW=*fc. 
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Moltiplichiamo i termini di queste equazioni rispettivamente per 
le quantità indeterminate A,, A,, A 3 , , A», e quindi sommia- 
mole termine a termine, avremo l'equazione 

(A.a.-KMH-AaaH-. . .+A,,a«)tf-HA,M-AA+A,M-. . .+k n b n )y 

+(A l c,+A l c r +-A,cH-. ..+<taOf-H ..-HA 1 i 4 «+-A l i r +-AA+..H-AX)w 

d) 

coi coefficienti delle incognite, 



=A l * 1 -+-A t * 1 -+-A a * a H-. ..-t-A»*„ . 

Formiamo il determinante a 
avremo 



A = 



a, 


hi 






K 


c,. 


«3 








bn 


Cn 



01 



li 



9> 



Ora se prendiamo pei valori di A,, A,, A a ,....., A, i determi- 
nanti minori che si ottengono da A tralasciando rispettivamente la 
l a , 2 a , 3 a ,...., n«" ma linea e la l a colonna e li affettiamo alternati- 
vamente coi segni -He — ; il coefficiente di x della (1) sarà il de- 
terminante A, ed il coefficiente delle altre incognite saranno nulli, 
poiché si ottengono da A cangiando a rispettivamente in 6, c,.../, 
e quindi sono determinanti che hanno due colonne eguali ; quanto 
al secondo membro della stessa equazione (1) esso si ottiene an- 
cora da A cangiando a in k, quindi, chiamando A x il determinante 
che risulta da A cangiando il coefficiente a di ir in k, l'equazione 
(1) diventa 



Ax = 



A x 





b< 




•-.0. 


h 


*. 


b t 


c,... 




In 


*3 


b t 


C a ... 






k H 


b H 






L 



'imi 



Onde Ragionando ed operando sulla 2 a , 3*,...., n 

colonna come abbiamo fatto sulla 1" otteniamo nello slesso modo 

le altre radici, quindi rappresentando con A,, A, , , A K , & w i 

determinanti minori che risultano da A cangiando in k rispettiva- 
mente i coefficienti di y, z,...., u, w, avremo i valori delle n ra- 
dici dati dalle formole seguenti : 

(2) 



y — ~r» z — ■ 



A«_ A 

A 7 9 A ' A 7 ' " A ' ""A 

Per esempio, se si hanno le tre equazioni 

&c— 2y-h4z=16, 2aH-3y— z=9, 5x— 4t/-H22=6, 

avremo 





3 


-2 




3 


-1 




-2 


M 


-2 


4 


A = 


2 


3 


-1 =3 






-2 












5 


-4 


2 


-4 


2 




-4 


il 


3 


-1 



=6-24-50=- 68, 



16 —2 4 
9 3-1 
6—4 2 



=-136, A,= 



3 16 4 
2 9—1 
5 6 2 



=-204, 
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3 -2 46 
2 3 9 
5 -4 6 



-27-2 , 



204 



272 



130 

quindi *=^-=2, V=^=3, *= ^= 

98. — Applicazioni. — Noi possiamo applicare la teoria ora 
esposta della risoluzione di più equazioni simultanee a dimostrare 
diverse altre proprietà dei determinanti, le quali si possono con- 
siderare come corollari di una che è espressa dal seguente 

Teorema. — Il prodotto di due determinanti è un determinante. 

Siano i due determinanti dello stesso ordine n 



D= 



a, 
a, 
a» 



a H 



t 


e,... 






e,... 




b. 


c t ... 




6, 







a, . 

«3 



Pi 



r,. 
r». 
r». 



•>3 



Poniamo 

&,«,+&,*,+ 6»<*.+. . . +6„a„=26a, & f &+Ò t j3 t +^&+. . . +M«=2ò 0, . 

, fi*, 4-/.X, H-/,X,-K . f„X*=2/X : 

e 

2aa 26a 2ca 2 /a 

2aj3 26j3 2ci? Sifl 

2ay Sòr 2cr 2J? 



2a 



2aX 26X 2cX... 

dico che si avrà la relazione D.£=A. 

Infatti consideriamo il seguente sistema di 2» equazioni simul- 
tanee a 2n incognite: 

a x X+b i y~\-C i lr+-, . . •+4 i U=af \ a t x' -ha, y' -|-a,2' -f-. . .-4-a*u'=A | 
a,x+b t y-hc t z-r-. . .-M,u=y' Pi*+&y r +&i f -h. • .H-fttt'=B 
avr-h^y-hCjZ-h. . .-+-t,tt=*') (!) y,^ -hy^+r**'-*-. • .4-7»»' =C (2) 



anX-\-b H y+Cni+:+lnU=iu') X^'-i-X^'H-Xjz'-h... -hX w m'=LJ 

Per risolvere le equazioni (1) noi possiamo procedere in due 
modi, i quali debbono condurre agli stessi risultali. 

i° Modo. — Risolviamo le (2) rispetto alle x\ y' y z',.--» se 
noi chiamiamo 5, , 3, i determinanti che si ricavano da o 
cangiando nei termini noti A, B, C,... rispettivamente i coefficienti 
di S 9 y\ z\..., noi avremo 



. . . , u — _ 



ay =T' » =T" i= T> 

Sostituiamo questi valori nelle (1), e risolviamo quindi queste 
ultime rispetto ad x, y y z,..., u: avremo 
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è x > b t Ct***»i 




a t 5/ c t ...l t 

»••• •■• 




D.S 




D.5 


2° Modo. — Sostituiamo nelle (2) ad a/, y', z f , 
valori dati dalle (1): le (2) diventano 



ecc. 



(3) 



(2aa)^-H(26a)y +(2ca)z . . -h(2/a)u=A 
(2ai3)x-h(2^)t/-h(2cj3)2-h. . .-H2^)u=B 
(2ay)z -+-(2&7)y H-<2c7)s-f-. . .-K2Jr)u =C 

(2aX) a; +(26% 4- (2cX)z -h . . -h(2fr)u =L 

Dalle quali si ricava ar=^-, ... (4) 

I due valori di una stessa incognita dati dalle formole (3) e (4) do- 
vendo essere identici, i due denominatori D.3 e A non possono differire 
che per un fattore numerico. Ora D contiene il termine a t b t c a ...l„ , 
£ contiene il termine a^y*..- .\ H , e quindi il prodotto D.ó con- 
tiene il termine a^p^dy, Ma à contiene il prodotto 

2aa.2ty3.2c7...2fr, il quale comprende fra i suoi termini il pro- 
dotto a l <x. l b t p t c 3 y s ...l H l n , dunque il fattore numerico suddetto è 4, 
dunque D.à=A. 

Questo teorema sussiste anche quando D e 5 siano di ordini 
differenti, poiché si può sempre porre un determinante di ordine 
n nimo sotto j a f orma d'un determinante d'ordine (tH-w)**'" 0 . Basta 
a tale scopo premettere al determinante di n ,,im0 ordine m linee ed m 
colonne formate di zeri eccettuando il primo termine della prima 
linea, il secondo termine della seconda linea..., Vm etimo termine della 
linea, i quali devono essere tante unità, si avrà: per es.: 



lo, 



a- 

















4 


0 


0 


0 


0 










4 


0 


0 


0 




0 


4 


0 


0 


0 




4 


0 


0 




0 


1 


0 


0 




0 


0 


1 


0 


0 




0 


«1 


fc 




o 


0 


«1 


b t 




0 


0 


0 


di 


b t 




0 




bt 




0 


0 




b< 




0 


0 


0 




b t 





Corollario 4° — Il prodotto d'un numero qualunque di deter- 
minanti è un determinante. 

Corollario 2° — Una potenza m M,M * intiera e positiva d'un 
determinante è un determinante. 

Corollario 3° — // quadrato d'un detei*minanle è un determi- 
nante in cui gli elementi principali soìio somme di quadrati, e 
gli elementi coniugati sono eguali. 

Difatti se supponiamo a=a, fi=b, y=zc,... y *=l t sarà 2a a =2a f , 



26j3=6*,..., 2a/3=2a&=26a:=2K 2ay=2ac=2ca=2#x,..., 

e sarà ancora S=D, e quindi A=D.$=D f , e perciò sostituendo si 
otterrà : 
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A = I)«= 



2« l lab ^ac.^al 

2a6 2&C...2M 

2ac 2&c 2^...2c/ 

2a/ 26/' 'Ìc/.'..*2^ 



Corollario 4° — La somma dV///t elementi del determinante a 
(quadrato del determinante DJ è eguale alla somma dei quadrati 
delle somme deqli elementi di ciascuna linea di D. 

Sia infatti S la somma degli elementi di A, noi abbiamo 

S=2aM-2& , -h2c , -K . . 2* '4-22a&H-22ac-|-22oc-K ■ . , 

ossia 

S=(a;+a!+a5+. . . +a, 9 )+ (6f+ò{+«+. . . +òf )+(c>+cl+c\-h. ..-Hi) 
-K . .^(/f^+^-h. • .+/2)4-2(a 1 6 1 +a t M-a s M-. . .-+-a„&„) 
^(aid-NttCH-asCsH-. . .+a„ c»)-h2(6 1 c 1 -h6,c t -h6 8 c s -+-. .-hM* )-K . , 

la qual somma si può agevolmente porre sotto la forma seguente: 
S^a.-h&.+c.-K . .-H/,) , H-(a t -h6«-hc«4-- . . -rt)' 

99. — Teorema. — Il quoziente della divisione d' un determi- 
nante D per un determinante 5 è un determinante. 

Supponiamo che D e S siano i due determinanti di n" imo ordine 
usati nel teorema precedente, si tratta di dimostrare che si può 
trovare un determinante di n"'" 0 ordine A tale che si ahbia 



U. (1) 
11 determinante A essendo di n" im0 ordine, si potrà porre 



A = 



A, 



è; 



C j. . . L t 
G*. .. La 



(2) 



Tutto si riduce adunque a cercare di determinare le n* quantità 
Aj, A},...., Bj , l>i,... 

Ora la (1) è identicamente soddisfatta, pel teorema precedente, 
quando si ponga 

aj=2Aa, 6i=2Ba, c,=2C<x,..., /,=2Lx, \ 
a,=2A& 6,=2B& c,=2CJ?,..., /,=2M, (3) 

à»==2AX,' *^=2BX,' c„=2CX,.'..,'/.==2LX,' ) 

Abbiamo n sistemi, ciascuno dei quali è composto di n egua~ 
glianze, e ciascun sistema contiene gli elementi d' una linea o di 
una colonna di A, secondo che si considerano come appartenenti 
allo stesso sistema le eguaglianze di una stessa linea o d'una stessa 
colonna della tavola (3). 

Per esempio, le eguaglianze della 1' colonna dànno le n equa- 
zioni. 



i 

! 
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A, ft-l-A.ft+A.jSH-. . .+A„j3 w =a t , 
A,7i -HA,r» H-A,r« -K . .-HW„=a a , 



A t ^i +A,X, -+-A 3 Xj +. . . -K\*X„=a,, , 
dalle quali si ricava 



A,= 



chiamando 5, w > V^, V**, i determinanti che si ricavano 

da 5 sostituendo la linea a, a t a,.... ai rispettivamente alla 
i M , 2**, 3",.--, n M, " a linea. 

Le eguaglianze della 2' colonna della tavola (3) ci dànno analo- 
gamente 

i determinanti . ricavansi dai corrispondenti à t w , 

St w , cangiando a in b. 

Facendo lo stesso calcolo per tutte le altre colonne della ta- 
vola (3) si trovano i valori di tutti gli elementi di A, i quali so- 
stituiti nel determinante (2) dànno 

v° 



. D_ 1 



CAPITOLO XII. 

SOLUZIONI SINGOLARI DELLE EQUAZIONI LINEARI. 

100. — Si chiamano soluzioni singolari d'una questione quelle so- 
luzioni che presentano qualche particolarità degna di osservazione. 
Limitandoci per ora alla considerazione delle equazioni lineari , le 
soluzioni singolari sono quelle radici che non rispondono adegua- 
tamente al problema che ha dato luogo alla formazione di quelle 
equazioni. Imperciocché siccome l'enunciato d'un problema la co- 
noscere le condizioni alle quali le incognite devono soddisfare, 
cioè di aual maniera le incognite debbono essere legale colle 
quantità date dal problema, di guisa che è facile il verificare se 
valori arbitrari attribuiti alle incognite soddisfanno a quelle con- 
dizioni; in generale queste condizioni si possono tradurre in lin- 
guaggio algebrico, cioè, si possono coi segni dell'algebra rappre- 
sentare le relazioni che esistono fra le quantità note e le incognite, 
e ridurle in eguaglianza: il che si chiama porre il problema in equa- 
zione. Ora, risolte queste equazioni, si possono presentare diversi casi 
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in cui i valori delle incognite che soddisfanno alle equazioni non 
soddisfanno alla domanda del problema. Alcuni esempi rischiare- 
ranno meglio questo argomento, 

101. — Problema 1° — Di una divisione di francesi nella 
guerra del ÌS70 l / 6 fu perduto a Wocrlh, l / 6 a Gravclotle, l fo a 
Sedan, e il resto composto di 7500 uomini fu preso prigioniero. 
Si domanda di quanti uomini era composta quella divisione. 

Chiamiamo x il numero domandato; l'enunciato del problema si 

x X X 

traduce subito nell'equazione seguente: -^-4--^-+--g--4-7500=#. 

Facendo sparire i denominatori e riduccndo i termini simili, 
quest'equazione si trasforma nella seguente: 61 #=900000, dalla 

quale si ricava r= —*r- = 14754 -t-gj- Ora è evidente che il 

valore frazionario trovalo di x non può rappresentare un numero 
di soldati : dunque questo risultato indica che le condizioni espresse 
nel problema sono incompatibili, e che per risolvere il problema 
bisogna cangiare il valore dei dati. 

102. — Problema 2° — Una persona avente a lire in tasca 
ha speso b lire in masserizie di casa, ed ha regalato il resto ai 
poveri. Si domanda quanto questi ricevettero. 

Chiamando x questo resto abbiamo evidentemente x=a—b. Ora 
se 6 è maggiore di a, x è una quantità negativa, ed invece di 
restare a quella persona di che regalare ai poveri, le manca del 
danaro per pagare le masserizie; dunaue il valore relativo di x 
non risponde al problema , ma si può avere una soluzione ade- 
guata o,o\Y invertire le condizioni senza invertire i dati. 

103. — Problema 3° — Due locomotive partono nello stesso 
istante da due punti A, B d'una linea MN su due binari pa- 
ralleli, e vanno ambedue verso il punto C; la distanza AB e d, 
le velocità costanti delle due macchine sono rispettivamente v e \'. 
Si domanda in qual punto della linea le due macchine s' incon- 
treranno. 

M P A" B I C H 

Supponiamo che l'incontro abbia luogo nel punto I, l'incognita 
è una delle distanze AI , BI ; chiamiamo x la distanza BI , sarà 
\\=zd-\-x. Ora le velocità delle macchine essendo costanti, il tempo 
che la prima macchina impiega a percorrere il tratto AI sarà 

espresso dalla frazione — — , e il tempo che impiega la seconda 

macchina a percorrere la distanza BI dalla frazione -g , e siccome 

questi due tempi sono evidentemente eguali , avremo Y equazione 

— — =-t, la quale risolta ci dà X— — — Ora se v è minore 

V V 1 V — V' 

di v\ x è negativo, e questa soluzione non ha alcun senso, poiché 
la prima macchina, che è indietro alla seconda, e che ha una 
Velocità minore, sarà ad una distanza sempre maggiore dalla se- 
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conda, a misura che ambedue procedono verso C: dunque il pro- 
blema è impossibile se le due macchine sono partite dal riposo. 
Ma se esse provenivano da un punto M, e se si sapesse che in 
un dato istante una s'è trovata in A e l'altra in B, il valore ne- 
gativo trovato avrebbe un significato ben diverso. La seconda 
macchina che neir istante consideralo si trova in B davanti alla 
prima, avendo una velocità maggiore, avrà incontrato la prima in 
un certo punto I' in un istante anteriore, e quindi l'avrà lasciata 
indietro ad una distanza sempre più grande. Chiamiamo x x la di- 
stanza I'B, la distanza FA sarà x t —d, ed avremo la equazione 



Xt Xt — d , . dv f 

— , la quale ci da x t — — v _jp , cioè # t = — x, e siccome 

x è negativo, x t sarà positivo e soddisfarà al problema. Dunque 
in questo caso il valore negativo dell'incognita non significa im- 

Eossibilità nel problema, ma una falsa supposizione che noi ab- 
iamo fatta, che l'incontro si debba effettuare fra B ed N, mentre 
esso ha luogo fra B ed M , dalla parte opposta, cioè, per rispetto 
al punto B. 

104. Da questi ultimi due problemi possiamo dedurre le se- 
guenti osservazioni generali: 

1° II valore negativo d' un' incognita può indicare talvolta 
una condizione impossibile nell'enunciato d'un problema: in questi 
casi per togliere ogni impossibilità basta dare a qualche quantità 
dell' enunciato un significato contrario , e il valore neqalivo tro- 
vato prima, preso positivamente, darà la soluzione dei problema 
rettificato. 

2° R valore negativo dell'incognita può anche indicare una 
supposizione erronea, ed in questo caso esso dà ancora la solu- 
zione del problema, purché si prenda la quantità che essa rap- 
presenta in un senso contrario a quello attribuitole dapprima. 

T Finalmente considerando certe quantità come positive o 
negative, secondochc si considerano in un senso o in senso opposto, 
si possono riunire in una sola equazione o formola i differenti 
casi d'una stessa questione. 

105. — Problema 4° — Un padre ha lasciato un'eredità da 
distribuire a' sìwì tre figli nel modo seguente, cioè: il primo 
abbia i 2 j$ dell'eredità, più 1000 lire; il secondo abbia i 3 / 8 della 
eredità, più 2000 lire, ed il terzo i 9 / 40 dell'eredità, più 300® lire. 
Si domanda qual è il patrimonio lasciato dal padre a' suoi figU. 

Chiamo x il numero delle lire che costituiscono l'eredità, ho 
facilmente l'equazione f x-hlx-\-^x-\-Q0OO=x f donde ricavo 
16jH-lox-h9;r-40x=2/f000, ossia 0=24000. 

Dunque invece di trovare il valore di x perveniamo ad un as- 
surdo indipendente da qualunque valore di x, dunque non vi ha 
alcun valore dell'incognita che soddisfaccia alla condizione del pro- 
blema, il quale è perciò impossibile. Ma bisogna distinguere questa 
specie d' impossibilità da quella trovala nei problemi precedenti , 
poiché questa dipendeva solo dal significato ristretto che si dava 
all'incognita, mentre quella sta qualunque sia la natura dell' inco- 
gnita, inquantochè nessun valore di quesl' incognita può soddisfare 
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all' equazione stabilita per mezzo dell' enunciato del problema ; 
quest ultima impossibilità è dunque assoluta, mentre l'altra pos- 
siamo chiamarla relativa. Così nel problema 3° se noi supponiamo 
tra/, l'equazione (v — t/)ara/t/ diventa 0=dv', che dinota ancora 
un'impossibilità assoluta ma d'una specie diversa. Infatti prendiamo 

il valore trovato x=^— f , e lasciando v f costante diamo a v dei 

valori maggiori di t/ ma che vadano accostandosi a v' : il deno- 
minatore v — v' sempre positivo andrà diminuendo accostandosi a 

zero, e la frazione andrà crescendo prendendo dei valori 

sempre più grandi, cosicché al limile, cioè quando si faccia tra» 7 , 
x diventerà infinitamente grande, cioè le due macchine s'incontre- 
ranno ad una distanza infinita dal punto B nella direzione del 
punto N. 

Dunque il valore jr d' un' incognita rappresenta per questa un 

valore infinito, e siccome questo valore non può soddisfare ad alcun 
problema, il problema che ha dato luogo a questo valore dell'in- 
cognita è impossibile. 

106. — Problema 5° — Trovare un numero i cui 6 / 8 dimi- 
nuiti di 5 siano eguali a 1 j i della differenza fra 3 volte il nu- 
mero e 20. 

Chiamato x questo numero che si cerca abbiamo subilo Tequa- 

zione -g — 5=ì-^—£ — . Facendo sparire i denominatori e quindi 

trasportando i termini incogniti al primo membro e gli altri al se- 
condo, quest'equazione diventa %x — o.r=4€— 40, ossia 0=0. Questa 
identità che si trova per risultato indipendente da qualunque va- 
lore di x dimostra che qualsivoglia valore dell' incognita soddisfa 
al problema, dunque questo è indeterminato. 

Cosi nel problema 3\ se noi supponiamo tra/, d=0, P egua- 
glianza (v—v')x=dv , diventa 0=0 e il problema è indeterminato, 
il che si poteva vedere a priori giacché in questo caso le macchine 
partendo dallo slesso luogo con eguali velocità nello stesso verso 
sono sempre l' una di fianco all' altra , cosicché qualunque punto 
della strada si può considerare come punto d'incontro. 

Ma se nello stesso problema noi supponiamo v=t/=0, abbiamo 
ancora per risultato 0^:0. Ma il problema in questo caso lungi 
dall'essere indeterminato è impossibile. Infatti in questo caso le 
macchine stanno ferme l'una in A e l'altra in B. 

Quindi il valore § d' un' incognita indica sempre un valore in- 
determinato rispetto alla equazione, ma rispetto al problema può 
indicare un valore indeterminato oppure che il problema è im- 
possibile. 

107. — Finora abbiamo considerato solamente dei problemi che 
dànno luogo ad una sola equazione lineare ad una sola incognita : 
ma queste considerazioni si possono estendere ad un numero qua- 
lunque di equazioni a più incognite; solamente le soluzioni sin- 
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folari nel 2° caso possono provenire anche da altre cause, il che 
quanto esporremo ora in poche parole. 
Supponiamo che un problema abbia dato luogo ad n equazioni 
lineari fra n incognite x, y, z,..., u, w. Risolvendo queste equazioni 
noi abbiamo trovato le formole (2) del n. 77. Ora i determinanti 
A, A„ Ay,..., essendo formati di numeri possono in certi casi esser 
nulli tutti od alcuni. Questi casi sono i seguenti: 

1° Se un? equazione è conseguenza d'un* altra tulli i determi- 
nanti si annullanOy le incognite si presentano sotto forma g, il 
problema è indeterminato. 

Un'equazione si dice che è una conseguenza d' un' altra quando si può 
ottenére da questa con operazioni identiche sui due membri, per es.: col- 
l'aggi ungere o col sottrarre ai due membri una stessa quantità, col mol- 
tiplicare o dividere i due membri per eguali quantità, coll'elevare i due 
membri ad una stessa potenza qualsiasi. 

Supponiamo adunque che l'equazione 

apX+bpy-k-CyZ-T". . .-\-g P n+l P w=k P (1 ) 

sia una conseguenza dell'altra an3H~b H y-\-c n z-r'...-r-gnU-+4nW==k„. 

Se moltiplichiamo tutti i termini della seconda per una quantità 
indeterminata m e quindi sommiamo l'equazione risultante termine 
a termine colla prima, l'equazione che risulta 

(ma H -{-ap)Z'+(mb H -\-bp)y-r'(mc„-4-Cp )H-. . . . 
. . .+(mg»+g p )u-r-(mln-r'lp)w=mk H -T- k p 

sarà pure una conseguenza della (1), e quindi sarà soddisfatta da 
tutti ì valori delle incognite che soddisfanno alla (1). Ora questa 

è soddisfatta evidentemente dai valori x—-^, y=0, z=0,..., u»=0. 

an 

Sostituendo questi valori nell'ultima eguaglianza questa diventa 
(ma»+a p )-=w^-h^, e questa eguaglianza dev'essere un'identità. 
Da essa ricaviamo a p k n =a n k py cioè — =-A. 

ttp Kp 

Trattando le altre incognite come abbiamo trattato la x, tro- 
viamo le seguenti altre identità, 

bri kn_ C»_ kn_ /Cn ln_ k H 

b p kp Cp kp ' gp kp lp kp 

dunque i determinanti A, A x , A„... hanno gli elementi della n ttim * 
linea proporzionali rispettivamente agli elementi della p etima linea, 
dunque sono nulli, quindi le incognite si presentano sotto la forma §, 
e perciò sotto la forma indeterminata. 

2° Se uria delle equazioni è conseguenza di altre due si ha 
lo stesso risultato del V caso. 

Supponiamo che l'equazione apX+b P y+c P z+..+g P ìi+l p w=k p (2) 
sia conseguenza delle due 

flr I! +&#y+c#2+..+ftt*+^w=A„ a&+bry- r CrZ+..+g r ui r lrW=.k r . (3) 
Se moltiplichiamo le (3) rispettivamente per due quantità A, B, 
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e quindi dalla loro somma sottragghiamo termine a termine la (2), 
avremo l'equazione 

( ka g +Bar— a„)x+(\b q +r)b r — ò,)jH-< kc q +Bc r - c,)H-. . . 
. . . -+-(\g q -r-Bg r -g,)VrHh f ,-l-Bf r - 1,) w=Al>+B *, , (4) 

la quale sarà ancora una conseguenza delle (3). Ora queste sono 
soddisfatte dai valori 2=0,..., u=0, w=0, e dai valori di a; e di 
y che soddisfanno alle due equazioni 



k q bq 

k r b r 



a q bq 

a r br 



lo, 



dunque questi valori soddisfaranno anche alla (4), la quale perciò 
diventa 

(Aa.+Bor-a,) £ +(A6,+B6 r -6,)| J £ =(A* f +B* r -A,)fc (5). 



|Av 6 r 
dovrà 



Ora le quantità A, B sono indeterminate e l'eguaglianza (5) do- 
vendo essere identicamente soddisfatta qualunque siano i valori at- 
tribuiti ad A e a B, noi possiamo determinare questa quantità in 
modo che si abbia A.b q -+-hb r =b p , kk q -+-Bk r z=k P , e allora dovrà 
essere identicamente nulla una delle due quantità (ka q -r-Ba r — a p \ 

ka **' , ma in generale la seconda quantità non è nulla , dunque 

esserlo la prima; perciò si avrà ka q -^Uar=a P . 
In modo analogo si dimostra che si dovranno avere le egua- 
glianze Ac,-+-Bc r =c p ,..., kg q -hftg r -=g p , kl q +ftl r =l P , e perciò gli 
elementi della p esfma linea dei determinanti A, A*, A y> ... sono somme 
di quantità proporzionali agli elementi delle linee q tsima e r uima % e 
perciò i determinanti sono nulli. 

3° In generale se un' equazione è conseguenza di p altre , si 
hanno gli stessi risultati dei casi precedenti. 

Sia l'equazione a*x=zb m y-hc m z-+-. ..-H} m u-+-Lw=k m (6) con- 
seguenza delle p altre 

a n x-\-b„y-+-c n z-h. . .+g„u-+4 n tc=k n 
apX-+-b p y-r- CpZ-h. . . -\-g p u-k-l p w =k p 
a q x-\-bqy-+-c q z-\-. . . -{-g q u+l q iv=k q (7) 

dsX -f- 6,i/-f-c,z-K . . + g t u-r-l t w=ks. 

Moltiplichiamo le (7) rispettivamente per quantità indeterminale 
N, P, Q,..., S, e dalla somma delle equazioni risultanti sottrag- 
ghiamo la (1), risulterà l'equazione seguente: 

(Na w H-Pa p -l-Qa tf -+-. . . -»-Srt,— a m )x \ 

^•S^::^:^^^^"- (8) 

che sarà pure una conseguenza delle (7). Ora queste sono sod- 
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disfatte dai valori delle p incognite x, y, t,..., t, che soddisfanno 
alle equazioni 

a»x-hb n y-hc H z-}-...-hf n t=:k H , 
a p &-hb P y-hc f) z+...+f p t=:k i , , 
a<a>+b 9 y-H q z+. . . -hf,t=k q , (9) 

a s x-\-b t y -\-c s z f t t=k t , 

e dai p— 1 altri valori w=0, m=0,.... (10) 
Poniamo 

Un bn C n . • • • fn 

(tp bp Cp • • • • fp 

dq bq Cq . . . . f q 



ò = 



ftj Cj .... f f 

e chiamiamo &*, i determinanti che si ricavano da £ so- 

stituendo k ai coefficienti di x, y, z,...; sarà 

*=T« y -T' Z== T> ' t= T' 

Sostituendo nella (8) a tv, w,...' i loro valori (10), essa diventa 

(NaH-P<v4-Qa«-H . .-hSa s —a m )x ) 
MKbn+Pbp^bq+...+Sbs-b m )yl M p , 0 , 

+(N/Ì 4-P/i4-Q/ì4-.^^W« )* I 

Determiniamo ora le n quantità A, B, C,..., L in modo che siano 
soddisfatte le p equazioni 

Ncn-hPc ? -hQc,+. . .-hSc,— e. 
(13) 

N^,H-PA>-hQA>4-. . .-f-SA,=A*. 

allora la (12) diventa (Na„+P^4<!« 9 4-...-+^a,--cu)j?==0, ossia 
sostituendo in vece di x il suo valore dato dalla prima delle (11), 
si avrà l'identità (Na«-f-Pfl P -4-Qa 7 H-...-f-Sa / — a wl )S r =0 ; e siccome 
in generale è x è differente da 0 dovrà aversi identicamente 

Na»+Pa,-HK-K ■ . -4-Sa,=a„ . (1 4) 

In modo analogo si dimostra che si dovrà avere identicamente 

M n -hl i d p +Qd q +. • • +Srf,=ck, . . . , 
%«+P.7,r4-%,-K • .-I-S^=<7« > (15) 
m n +W p -+-Qlq+...+Sl s =L; 

e quindi gli elementi deirra" ,wa linea dei determinanti a, a x , 
sono somme di quantità rispettivamente proporzionali agli elementi 
corrispondenti delle linee n" ima , p e,,ma , q" ima . Dunque questi deter- 
minanti sono nulli. 

Levi 7 
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Corollario. — L'essere un'equazione conseguenza d'un'altra o 
di più altre equivale all'avere più incognite che equazioni ; e quindi 
prendendo tante incognite al primo membro quante sono le equa- 
zioni distinte, e trasportando le altre incognite al secondo membro, 
le quantità k», À>, si cangiano in altre che hanno valori di- 
pendenti da quelli arbitrarii che si possono attribuire a queste altre 
incognite trasportate, e quindi i determinanti A r , A y , a,,..., corri- 
spondenti alle incognite x, y, z,... che si sono lasciate nel primo 
membro possono prendere qualsivoglia valore, e perciò le equazioni 
sono indeterminate. 

4° Se le eguaglianze (13), (14) e (15) fossero tutte soddisfatte, 
ad eccezione dell'ultima delle (43), allora l'equazione (6) sarebbe 
evidentemente in contraddizione col sistema delle equazioni (7) e 
si avrebbe ancora A=0; A x , A y , A...... sarebbero diversi da zero, 

e le incognite si presenterebbero sotto la forma Jr • 

5° Se le eguaglianze (13), (14) e (15) fossero tutte soddisfatte 
ad eccezione di una, p. es., della (14), allora sarebbe solo A x =0, 
e quindi x=0. 

108. — 6° Consideriamo il caso in cui si abbiano fi equazioni 
fra n— 1 incognite 

a*aM-%-K,M-. . .-hg t t=k t , (1) 

• •••••• ••••#••* 

Se noi poniamo t=u-Hnw (2), essendo m una quantità de- 
terminala, ed te e w due nuove incognite, avremo m-M equazioni 
fra /H-1 incognite, ed eliminando il t per mezzo della sostituzione 
del suo valore (2) nella (1), e ponendo 

mgi=li, m<7 8 =/„ m# 3 =/ 3 ,..., m#*=J«, (3) 

avremo le n equazioni ad n incognite 

a 3 x-+4) 3 y-H ò z^-. . . -f-9 3 u-+-^i^=/r 3 , (4) 

Se risolviamo queste equazioni risulterà, avuto riguardo alle (3), 
a=0, a x =0, Ay=0, A,=0,..., e A„ A M , saranno diversi da 0, 
quindi le incognite x, y, z,... si presenteranno sotto la forma §, 

e u, io sotto la forma ~ , dunque le equazioni sono impossibili, 

eccettuato il caso in cui una delle equazioni sia una conseguenza 
di altre, nel qual caso anche u e w prendono la forma indeter- 
minata | . In questo caso però la forma indeterminata delle prime 
incognite è solo apparente; e dilatti si vede a priori che se una 
equazione, p. es., l'ultima, è conseguenza delle altre, bastano le 
prime w— 1 equazioni a trovare le n— 1 incognite, le quali sono 
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determinate e finite se queste n— 1 equazioni sono distinte e non 
contraddittorie. Dunque la forma indeterminata che si introduce 
col porre t=irt-mw dovrà dipendere da un fattore identicamente 
nullo che s'introduce in lutti i determinanti. Cerchiamo questo 
fattore: osserviamo perciò che essendo l'ultima equazione una con- 
seguenza delle altre si avranno le relazioni 

a«=Aa 1 -hBa 2 -+-Ca 3 -|-. . -H-Ga* -h . .-MIa*_i , 

ò*=^6 l +Bft,+CM-...H-Gò„ -+-... -hH6*-i , 

c«==Ac 1 H-Bc,+Cc 3 4-...H-Gc. I -+-... +H c-u (5) 

»•••••••••••• 

^^A^+B/jH-Cfla-K . .-f-Gflu -h . .-Hfy„_i , 

^=AA',-HB/c a -+-C/f 3 -+-. . .-+-GA* ..-f-HA»^. 

Ora risolvendo le (4) si ha per valore di x l'espressione seguente: 

0 L»> rli— U,x/H-L3,j/3 L 4> J 4 -h. . .±ZL w ,x^ «ccnnHA I T T 

w l -LA+w.--i4.«*+....±w, ; n 3 '" 

i determinanti che si ottengono da A lasciando la colonna degli / 
e rispettivamente la l ma , 3",... linea; eL,, x , L?,,, W,. - > de- 
terminanti che si ricavano analogamente da à«. Ora gli elementi 
dell'ultima linea del determinante L m , x sono 6„ c*,..., <7», i quali, 
pel corollario 2° del teorema 7° della teoria dei determinanti, pos- 
sono essere sostituiti dalle espressioni 

k* — A*,— B*,— C* 3 — . . .— H*„-i , &„-À6 1 -B& t ~C& a — . . . — Hò„-, , 

e» — Ac, — Bc, — Cc 8 — . . . — He*—] , . . . , * 



ossia, per le (5), dalle quantità Qk m , Gb m , Gc* G^r* , dunque 

L«,x=ctGL,, x . Nello stesso modo SÌ dimÓStranO queste altre CgUa- 



IL», L 3 =qzCL„ Quindi sostituendo nel valore di a? si ha 

Xn± A*,H-B/,-+-C/H-...--k 

L* AJh-B/H-C/H-...-/*' • 
Ma per le (3) si ha 

A^-hB/,H-C/ 3 4-. . . —ln=m(\ gi +Kg s +Cg 3 -+-. . . —gn)=0, 

per la penultima delle (5): dunque x è espresso da una frazione 
ì cui due termini hanno un fattore che e identicamente nullo ; 

togliendo questo fattore ci resta x=z~ , che è il valore che si ri- 

La 

cava dalle n-A prime equazioni (1). 



CAPITOLO XIII. 

ANALISI INDETERMINATA DI PRIMO GRADO. 

109. — Se noi abbiamo un'equazione lineare a due incognite 

ax-\-by=c, (1 ) 

in cui a, b, c si possono considerare come numeri intieri che 
non abbiano più alcun divisore comune, i valori di x e di y 



Digitized by Google 



100 

che soddisfanno a questa equazione sono indeterminati. Infatti noi 
possiamo risolvere l'equazione rispetto ad una delle incognite, 

rispetto ad x per esempio , ed otteniamo x — - — — . (2) 

Ora se diamo ad y un valore arbitrario, e lo sostituiamo nella (2), 
x prenderà un certo valore il quale unito a quello attribuito ad y 
soddisfaranno all'equazione (1). Ma se noi vogliamo, o se il pro- 
blema che ha dato luogo alla (1) richiede, che x ed y abbiano 
valori intieri, allora i valori di x e di jf seguiranno una certa 
legge che ristringe l'indeterminazione, la quale può anche sparire 
e dar luogo all'impossibilità quando i valori di x e di y devono 
avere un segno dato. 

Anzitutto osserviamo che se a e b non sono primi fra loro è 
impossibile soddisfare alla (1 ) con valori intieri ai a; e di y\ poiché 
se a e b hanno un comun divisore k, il primo membro avrà un 
fattore k che per l'ipotesi fatta non è contenuto in c, e che nessun 
valore intiero di x e di y può togliere. Ammesso dunque che a 
e b siano primi tra loro, dobbiamo considerare due casi: 1° a e 
b sono positivi; 2° a è positivo, b è negativo. Gli altri casi che 
possono presentare i segni di a e b si possono sempre ridurre ai 
due precedenti cangiando di segno tutti i termini della (1). 

HO. — 1° caso. — Teorema. — Se oc e fi sono due valori 
intieri di x e di y che soddisfanno alla (1), vi soddisfaranno pure 
tutti i termini corrispondenti di due progressioni aritmetiche aventi 
perlagione rispettivamente b ed a, una crescente e l'altra decre- 
scente; cioè chiamando t un numero intiero qualunque, soddisfa- 
rannodila (1) i sistemi seguenti di valori: 

Valori di x: azìzbt, a±b(t — 1),.., a, oC£#, ocp&ò,.., ocz^zbt. 

Valori corrisp. di y: fiz£.at, fiqza{t—i),.., fi y fi±a, #±2a,.., fidbat. 

Di fatti se i valori xz=cc, y=fi soddisfanno alla (1), si avrà la 
identità a<x.-\-bfi=c. Sottraendo quest'eguaglianza termine a termine 
dalla (1) avremo a(x— a) -+- b{y—fi)~ 0 , dalla quale si ricava 

x — a=— ^ — ^ . Ora affinchè x sia intiero è necessario e suffì- 
a 

ciente che b(y—fi) sia multiplo di a, e siccome b è primo con a, 
dovrà essere y— fi multiplo di a, cioè dovrà essere y—fi—ztat, 
essendo t un numero intiero qualunque. Da quest'equazione rica- 
viamo y=fiztat (3). 

Abbiamo poi x — cc=qzbt, onde x^zxqzbt (4). Le formole (3) 
e (4) dimostrano il teorema. 

2° caso. — Teorejia. — Se oc e fi sono due valori intieri di x 
c di y che soddisfanno alla (1), nella quale a e b hanno segni 
contrari, vi soddisfaranno pure tutti i termini corrispondenti di 
due progressioni aritmetiche, ambedue crescenti o decrescenti ad 
arbitrio, le cui ragioni siano rispettivamente b ed a. 

Difatli il ragionamento fatto nel primo caso si può ripetere anche 
in questo cangiando b in —6, e quindi le (3) e (4) diventano in 
questo caso x=za±bt (30, y=fiztat (4'), formole che dimo- 
strano il teorema. 
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Esempio i° — Sia l'equazione &c+5t/=23. Quest'equazione é 
soddisfalla dai valori x=.% t/=3, dunque essa sarà pure soddisfalla 
da tutti i valori di x e di y delle forme seguenti: #=2^15*, 
y=3±:4f, cioè dai termini corrispondenti delle due progressioni 
aritmetiche 

Valori di x: 2-4.3, 2-3.5, 2-2.5, 2-5, 2, 2+5, 2-4-2.5, 2+3.5, 2+4.5,...., 
Falori di p 3+4.4, 3+3.4, 3+2.4, 3+i, 3, 3-4, 3r-2.4, 3-3.4, 3-^4.4,...., 

cioè dai valori corrispondenti 

Valori di x: -18, -13, -8, -3, 2, 7, 12, 17,..., 
Valori di y: 19, 15, 11, 7, 3, -1, -5, -9,..., 

Esempio 2" — Si abbia l'equazione 4a?— 5y=23: essa è soddis- 
fatta dai valori x=l f t/=l: dunque sarà pure soddisfatta dai valori 
x=lztbly y—\ztU> cioè dai termini corrispondenti delle due pro- 
gressioni aritmetiche 

Valori di x: 7+4.5, 7H-3.5, 7+2.5, 7+5, 7, 7—5, 7—2.5,..., 
Valori di y: 1+-4.4, 1+3.4, 1+2.4, 1-+4, 1, 1—4, 1-2.4,..., 

cioè dai valori corrispondenti 

Valori di x: 27, 22, 17, 12, 7, 2, -3, -8,..., 
Valori di y: 17, 13, 9, 5, 1, —3, -7. -11,..., 

111. — In generale è cosa prolissa il trovare per tentativi i 
valori di a e quindi ci resta a mostrare la regola di trovare 
quesle due quantità direttamente. Supponiamo a<b; cerchiamo 
colla regola delle divisioni successive il massimo comune divisore 
di a e b; siccome a è primo con b finiremo col trovare il resto 
1. Chiamiamo dunque q, q it q t , </ ? ,..., <?« i quozienti successivi, 
ed r, r, , r t , r 3 ,..., 1, i resti corrispondenti; avremo la serie di 
eguaglianze: 

(5) b=aq+r, a=rq t +r ly r=r^ 8 +r„ r^r^-hr r M =fW#»-H . 
Sostituendo a b il valore dato dalla prima di queste eguaglianze 

r fi! 

nella (2) si otterrà x=—qy-\ (6) 

a 

Dunque affinchè x sia intiero è necessario e sufficiente che sia 
c—ry=at, essendo t un numero intiero, ossia y=— — (7); e 
sostituendo in questa equazione ad « il suo valore dato dalla se- 
conda della (5) si avrà y= — q t l-\ — (8). Affinchè y sia in- 
tiero , si dovrà avere c— ^terf, , essendo t t un numero intiero; 

c~~~rl c r t 

onde t=z \ ossia per la terza delle (5), tz=z — q t t t -+- — — (9). 

Così procedendo sino a che si siano adoperate tutte le equa- 
zioni (5), si avrà la serie di eguaglianze 
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nelle quali l, t ì} Ut *»!•••» in sono numeri intieri indeterminati. Ma 
questi numeri si possono tutti eliminare ad eccezione dell'ultimo, 
per mezzo delle (10), giacche sostituendo nella penultima il valore 
di ln~i dato dall' ultima, e quindi sostituendo nella ter/ ni ti ma il 
valore risultante di /„_2, e così risalendo fino alla seconda, si tro- 
verà y espresso colla sola indeterminata /„, e quindi sostituendo 
questo valore di y nella prima si troverà pure x espresso colla 
sola indeterminata t n , cosicché x ed y saranno espressi dalle due 
forinole 

x=Xc-+-Bt„, ^A.c-hB.f», (41) 

in cui A, A, , D, B, rappresentano numeri intieri positivi o negativi ; 
e siccome t H è un numero intiero arbitrario, ponendo £„=0, avremo 
a=Ac, j3=A t c, e quindi la (1) sarà soddisfatta da tutti i valori della 
forma x=\cz^.bt„, y=XtC±at„ (11') pel teorema precedente: co- 
sicché dovrà essere B=^z&, B,=dbi. Si prenderanno i segni supe- 
riori o i segni inferiori insieme se a e 0 sono positivi, si prende- 
ranno invece insieme il segno superiore dell'uno col segno inferiore 
dell'altro se a e 6 hanno il segno contrario. 

Esempio. — Si abbia l'equazione 58#-h79#=850. Cerchiamo il 
mass. com. div. di 79 e 58. 

3 Onde 7=1, </i=2, </ 2 =l , o; 3 =3, r=21, 
— r,=lo, r,=5, r s =l ; quindi le (10) 
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5 diventano x = — y-+-t, t/=— 2£-+-/ l » 

&rH., 5/H-580, 
e risalendo dall'ultima alla prima otteniamo: f t =16/,— 3.850 , 
/=4. 850-21 f„ tf=-41.850+58f,, s=15.850-79* s . Quindi 
a=15.850, 0=-1 1.850. 

Da questa teoria segue che a e fi debbono essere multipli di c 
o differirne d'un multiplo dello stesso ordine rispettivamente ai bea. 

Lo stesso ragionamento si applica al caso in cui a e 6 sono di 
segno contrario. Cosi se supponiamo a positivo e b negativo la (2) 

diventa *=— — , e quindi le (10) diventano x=qy+t, y=zq i t-\-t l , 

<=a,f,-M,,..., t n -x=Tn-i tndoc : e perciò x ed y sono ancora espresse 
dalle formole (11) in cui però B e B, hanno lo stesso segno. 

112. — Casi particolari. — 4° Se c=o le formole (14) diven- 
tano x=qzOt n , y=dzat n , il che è evidente a priori, poiché in 
tal caso a=o, J?=o soddisfanno alla (1). 

2° Se b e c hanno un fattore comune w, di modo che sia 
b=mb t9 c=mc, , la (1) diventa ax^-mb i yz=mo l (!'), da cui si 

wt(c,— bAf) ii ... 

ricava fl = v 1 1 , ed essendo per ipotesi a primo con m, 

dovrà essere d— b x y multiplo di a, cioè d— o,t/=af, dalla quale 

si ricava y= C| jjj at (2'), che è lo stesso valore che si ricaverebbe 

dalla (1') ponendo x^zmt; il resto del calcolo si effettua come nel 
caso generale sull'equazione atr\-b l yz=c l . Lo stesso ragionamento 
si applica al caso in cui a e c avessero qualche fattor comune. 
3° Se w=6, allora />,=1, il che equivale a dire che c è 
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multiplo di b: allora la (2') ci dà y=c t -at t e quindi le soluzioni 
dell'equazione (4") ax-hby=bc t sono date dalle forinole x=bt, 
y=c t — at. Ma se noi confrontiamo queste formole colle (3) e (4) 
deduciamo a=0, j3=c t . Ora questo sistema di radici dell' equa- 
zione (4") si poteva trovare a priori osservando che la (4 ;/ ) si può 
porre sotto la forma ax=b(c t —y\ la quale è soddisfatta ponendo 
j=0, Cf — y—0- 

443. — Nella ricerca di a e J3 per mezzo del mass. com. div. si 
presenta talora l'opportunità di fare delle semplificazioni che possono 
abbreviare di molto il cammino. Una prima semplificazione con- 
siste nel dividere non solo i coefficienti delle indeterminate , ma 
anche il c, la qual semplificazione ci potrà diminuire i numeri 
che entrano nel calcolo. Per es. : se c e maggiore di a di modo 

che sia c=aM-p la (6) diventa oc=k—qy-h^~y , e allora si può 

sostituire alla (7) quest'altra #=^~, e se p>r di modo che sia 

pssrM-h, la W diventa y=*t— fliH-k^— 

Ma un'altra semplificazione ben più importante si presenta talvolta. 
Prendiamo una qualunque delle eguaglianze (5): »v=7>+i<7j>+9-Hv+9. 

Se r p+2 >-^, noi possiamo scrivere l'eguaglianza suddetta nel 
modo seguente: rp=r> + i(<7M-2H-4)— (r P +i — r f+ 2), e sarà eviden- 
temente r p+ i— r p +2<^y^- Dunque aumentando il quoziente di una 

unità si ha un resto negativo sempre minore della metà del divi- 
sore, e ciò può abbreviare di molto la riduzione dei numeri e il 
numero delle equazioni (40). 

Sia, per es., proposta l'equazione 84x— 439y=450. Col metodo 
generale cerchiamo il mass. com. div. di 439 e 84. 

Quindi le (40) diventano 
x=y+t, y=<-Hi, fcJt-Hj, 
/,= /,-+- 1 3 , f t =z8f 3 H-f 4 , 
f 3 =< 4 -M 5 , ^=2^4 50. 
Adottiamo invece le semplificazioni accennate, perciò ricaviamo 

il valore di x: noi abbiamo x= my ^ m = y^ì l- 55 ^ 06 , ed 

essendo 55> ^ , 66> ip P oss » am o porre s=2y-+-2 — " > 

essendo 29=84—55, 48=84—66. Quindi ponendo 29v-h48=84*, 

. . 84*-48 Qt ,26<-48 , Q ^29 . Q ^29 

ricaviamo ij= — ^— =2H , ed essendo 26>y> ™>-% 

3t—iì 

porremo i/=3<— 4 577—, essendo 3=29—26, 44=29—48; quindi 

W QQ/ A I -4-1 

ponendo 3*— 14=29*1 otteniamo t = l T =i 0^-4-4— , e 
ponendo /,-H=3f,, si ha ^=3^—4 : onde le (40) diventano 
z=2(?H-4)— /, 2/=3é — 4—/, , f=i0* t -h4-f,, t,=3*,— 4, e risa- 
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lendo dall'ultima alla prima, /=29/ f — 6, t/=^84f,-l8, x=z\S%- 28 
e il calcolo resta di molto abbreviato. 

Nel valore di y abbiamo fatto una riduzione sulla costante 1S 
che ci ha portata l'indeterminata /, di troppo: infatti, se noi la- 
sciamo y^t-^~=;}(t-~) , ponendo t+fc=Mt it le (10) 

si riducono alle seguenti: ^r=2(?/-|-l ) — /, y=3(l— /,), 6. 

Quindi le suddette semplificazioni bisogna applicarle con una 
certa cautela, perchè talvolta impediscono delle semplificazioni 
maggiori. 

114. — Le quantità a e j3 si possono trovare in modo molto 
più breve fondandosi sul teorema di Fermat che abbiamo dimo- 
stralo al N. 47. Infatti, si abbia l'equazione ax—by=c f in cui 
a, b, c sono primi tra loro. Da essa equazione noi ricaviamo 

(XX C r» • k 9 • Q b ~ l 1 • , 

y=— -, — . Poniamo x=ca b -*, sarà y=c — r — : ora pel teorema 

di Fermat — -. — è un numero intiero; dunque x ed y sono intieri, 

0 a k -\ j 

perciò possiamo porre a=ca 6 - 2 , jì=c — - f — • Siano r, p i resti 

delle divisioni di c e a*"~ a per b t pel teorema del N. 18 i due 

Srodotti r^a ca b ~ l divisi per b danno lo stesso resto, e quindi le 
ue quantità r?a— - c e c{a b - l —\) divisi per b daranno ancora lo 

stesso resto, e perciò SSL— sarà intiero ; dunque possiamo porre 

a=rp, p— — • 

Per es., sia proposta l'equazione 7x— 5*/=i8; sarà a=7, 6=5, 
c=18, quindi a^ i ==l 3 =343. Ora 18 diviso per 5 dà per resto 3, 
343 diviso per 5 dà per resto 3, dunque r=3, p— 3, e quindi 

a=9 ( P= ^=^U 

Se b fosse positivo non si avrebbe che a cangiare il segno di j?. 

Quando tratteremo delle frazioni continue vedremo ancora un 
altro metodo di trovare brevemente a e j3 (143). 

115. — Dalle cose che abbiamo delle sin qui segue che l'equa- 
zione (1) ammette un' infinità di soluzioni intiere. Ma se il pro- 
blema che ha dato luogo alla (1) non può essere soddisfatto da 
valori negativi delle incognite, siccome può accadere che alcuni 
valori di t n solamente diano valori positivi ad x e ad y, e talvolta 
che nessun valore di t n dia valori positivi ad x e ad t/, egli è 
chiaro che il problema può in questo caso divenire determinato 
ed anche impossibile. 

Supponiamo in primo luogo a e b positivi. I valori x=z&.~ bl> 
y=zfi-\-at si possono mettere sotto la seguente forma: 



e quindi affinchè x ed y siano positivi è necessario e sufficiente 
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che siano ad un tempo soddisfalle le due condizioni 

(D isf, t^, 

cioè che t sia un numero intiero compreso Ira — ~ e ~ ; 

quindi siccome queste due quantità non possono comprendere che 
un certo numero di intieri, il problema non può ammettere che 
un numero limitato di soluzioni: e siccome può anche darsi che 
quelle due quantità siano comprese fra due numeri intieri conse- 
cutivi, cioè, che la loro differenza sia minore di 1, nel qual 
caso nessun valore intiero di t può soddisfare alle due disegua- 
glianze (I), l'equazione (i) può anche essere impossibile a risol- 
vere in numeri intieri positivi. Per es., 1' equazione àx-+-by~ < ìS 
ammette per soluzione a=2, j?=3; dunque t dovrà essere com- 
preso fra i due numeri 2 / 5 e — 3 / 4 : perciò non essendovi che il 
valore 0 che si possa prendere per un valore intiero di l, l'equa- 
zione proposta non ammette per soluzioni intiere e positive che 
la sola x=.% y=3, il che si poteva conchiudere a priori conside- 
rando le due progressioni aritmetiche dell'esempio \° del N. 110. 

Consideriamo ancora l'equazione 58xM-79y=o50. Noi abbiamo 
trovato (n. 1 1 1 ) a=1 5. 850, £=-1 1 . 850, cioè a=1 2750, £=-9350, 

9350 1 ^750 

quindi ( dev'essere compreso fra i due numeri -=rr e ~ , 

19 30 ò ® '9 

cioè fra i due numeri 161~bg e +5=9» dunque nessun si- 
stema di valori positivi intieri di x e di y può soddisfare all'equa- 
zione proposta. 

Consideriamo ora il caso in cui a è positivo e b è negativo ; 
noi abbiamo trovato le soluzioni z=a-t-M, y=fi-t~at che si pos- 
sono mettere sotto le forme x=b(t— ^jj^ , yz=a(t— Dunque 

x Q 

affinchè x ed y siano positivi dovrà essere -7—, — -, e quindi i 

1 ~ b a l_ a —8 

maggiore od eguale alla maggiore delle due quantità —, -y\ 

dunque il problema in questo caso ammette una infinità di solu- 
zioni. Per es., l'equazione 4r— 5#=r23 ci ha dato a=7, 
Dunque dovrà essere t> — 7-, cioè, < = 0, dunque qua- 

D 4 

Iunque valore intiero e positivo di l, olire il valore 0, ci dà un 
sistema di valori intieri e positivi di x e di y ; il che del resto si 
può osservare nelle due progressioni fornite da quest'equazione 
nell'esempio 2° del N. 110. 

Noi abbiamo preso i segni superiori solamente delle formole (3), 
(4), e delle (3'), (4'); ma lo stesso ragionamento si applica ai 
segni inferiori. L'equazione ax+by=c ammette per soluzioni in- 
tiere x=zoi+bt=zb(t— ^y) y y~? — at=a (J^—^jy dunque affinché 
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x ed y siano positivi dev'essere t = * = *-* cioè * compreso 
fra ^ e — • L'equazione ax—by=c ammette per soluzioni in- 
tiere x=oc — bt=bi-^ — ti , ?/=£— a(=a( — M, dunque affin- 
chè » ed 1/ siano positivi dev'essere t^^> t =^ » cioè * dev'essere 

et fi 

minore della più piccola delle due quantità -y, 

ili*. — Siano ora proposte le due equazioni a 3 incognite 

ax-hby+cz=k, 

a l x+b i y+c t t=k l ; ^' 

e si debbano trovare le soluzioni intiere di queste due equazioni, 
(ìon un metodo qualunque eliminiamo la z ed avremo un' equa- 
zione fra x ed y della forma Ax-t-%=K (2), in cui A si può 
sempre considerare positivo. 

L'eauazione (2) ammette per soluzioni intiere i sistemi di valori 
date dalle formolo (3) x=tt£Ì&t ì y—n-h\t, osservando che nel 
valore di x si prenderà il segno -+- o il segno — secondo che B 
è negativo o positivo. Sostituiamo in una delle (1), per es. nella 
1 a , ad a; ed y i valori ora trovati, ed otterremo un'equazione fra / 
e z della forma TH-c2=K, , la quale ammette per soluzioni inliere 
t=pz£ct tt 2=7-f-T/, . Sostituiamo il valore trovalo di t nelle (3), 
avremo x=a-i-Ùt it jy=J?-|-N/, , essendo M ed N due numeri in- 
tieri. Le equazioni (I ) ammettono un'infinità di soluzioni date dalle 
forinole szza-hMfj, j/r=j3-hNf,, — y-hTf, . 

Esempio. — Si delibano cercare le soluzioni intiere delle due 
equazioni 

Ax+3y— 2z=9, 3x—Ay+bz=\b. (V) 

Moltiplichiamo la 1 a per 5 e la 2' per 2, e sommiamo termine a ter- 
mine le equazioni risultanti, avremo l'equazione 26aH-7t/=73 (2'), 
la quale ammette per soluzioni intiere #=2— lt y t/=3-+-26f (3'). 

Sostituendo questi valori nella1 a della (1'),essa diventa 2:— 50f=8, 
ossia z— 25fc=4, la quale ammette per soluzioni inliere z=A, fr=0, 
e quindi anche 2=4-1-25^, fc=fr, dunque le soluzioni intiere della 
(1') sono date dalle formole *=2— 7f, t/ =3-4-26*, 2=4+25*. 

117. — In generale siano date n equazioni fra n-M incognite 
a?, t/, 2,..., u, iv. Con un metodo qualunque di eliminazione pos- 
siamo ricavare i seguenti sistemi equivalenti di equazioni, cioè: 

Un sistema A di n-1 equazioni ad n incognite x t y, 2,..., v t u; 
Un sistema B di n-2 equazioni ad n-1 incognite x, y, 2,..., v; 
Un sistema C di n-3 equazioni ad n-2 incognite x, y, 2,..., I; 

Un sistema II di 3 equazioni a 4 incognite x, y t 2, s ; 
Un sistema K di 2 equazioni a 3 incognite x, y, z. 

Il sistema K ammette le soluzioni intiere xz=cc-+-at, i/=j3-H>/, 
;=y-H/. Sostituendo questi valori in una delle equazioni del si- 
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sterna H abbiamo un' equazione fra s e t , la quale ammette per 
soluzioni intiere s=$-hm, , fcr-Htfj . Sostituendo quindi il valore 
di t nei valori trovati di x, y, z, e quindi i valori risultanti di x, 
t/, z, e quello di s nel sistema precedente troviamo t x e una nuova 
incognita delle equazioni date espresse per mezzo di una nuova in- 
determinata t 9i e, cosi procedendo, finiremo col trovare per mezzo 
di un'equazione del sistema A l'incognita u e l'indeterminata f„_s 
per mezzo delle formole u=z-+-ft n -i , f»-2= *»-2/„_i, e 
quindi per mezzo di una qualunque delle equazioni proposte tro- 
viamo colla sostituzione w=^-\-gtn, k-i=r»-i-h**-if»i. 

Ora col calcolo fatto noi abbiamo potuto esprimere le incognite 
x, y, z,... : m, per mezzo della sola indeterminata U~\, quindi so- 
stituendovi il valore di t n -i espresso per mezzo di t», abbiamo le 
soluzioni intiere delle equazioni proposte espresse dalle formolo 
x=\-+-at nì f/=B-+-6/ n , c=C-|-cJ »,..., essendo /V, B, C,..., a, b, c,... 
numeri intieri determinali dai coefficienti delle equazioni. 

È poi facile assegnare a t„ i valori limiti fra cui sono compresi 
quelli che rendono le soluzioni intiere e positive. 

118. — Si può presentare il caso in cui il numero delle inco- 
gnite superi di due e anche di più il numero delle equazioni; allora 
l'indeterminazione diventa maggiore per le soluzioni unicamente 
intiere, sebbene essa possa essere di molto ristretta ed anche an- 
nullata o dar luogo all' impossibilità dalla condizione che le solu- 
zioni siano positive. Noi non esporremo il caso generale che con- 
durrebbe troppo per le lunghe, ma considereremo solamente due 
equazioni a quattro incognite per mostrare il procedimento a se- 
guire nel caso generale. Siano adunque le due equazioni 

ax-+-bi/-\-cz-)-du=k, 

a i x+b i y~\-c ì z-+d % u=k i . ' 
Eliminando u abbiamo un'equazione della forma 

a t x+b t y+c£=kv (2) 

I numeri a t , b ty c„ k t si possono supporre non abbiano alcun 
divisore comune, e allora i tre primi devono essere primi tra loro, 
perchè altrimenti sarebbe impossibile il soddisfare alla (2) con 
valori intieri di x, y, z; ciò posto, supponiamo che a t sia minore 
di b t e di c,, e risolviamo l'equazione (2) rispetto ad avremo 

x= k '~~ b * y -' CtZ . Poniamo k t -c t z=h, avremo xJ 1 ^^-. Ora cer- 

chiamo il mass. com. div. di b t e c 8 ; si possono presentare 2 
casi: 1° si avrà un resto 0, 2° si avrà un resto 1; nel 1° caso 
sarà r„-*=r_i<z„ (a), nel 2° r„-2=r„-i fr-H (]3). 

Nel 1° caso l'ultima delle eguaglianze (9) sarà — ^ — =f»-i, 

dalla quale si ricava <*-*=— - r "? — » ossia per la (a) 

,,_,=*!=&? (r) 

V n -\ 
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Posto — — -=s, abbiamo a risolvere l'equazione k t — c t z— r„- t s (è) 

1 n— 1 

a due incognite z ed s, le cui soluzioni intiere sono z=C — r»_ t <;, 
sz=D-f-c 8 ;, essendo q un numero intiero qualunque, e C, D due 
valori intieri di i e s, che soddisfanno alla (£). Quindi la (r) di- 
venta k_8=D-Hv;— <7j,k_i; e risalendo potremo trovare y ed x 
espresse per mezzo di due indeterminate <; e t»-\\ dunque le so- 
luzioni intiere dell'equazione (2) sono della forma a^A-hA^-t-A^-i, 
i/=B4-B,H-B,k_,, 2=C— r«_iC (f), essendo A, B, G un sistema 
di valori di y, z che soddisfanno alla medesima equazione (2). 

Sostituendo questi valori in una qualunque, nella 1 a per es., 
delle (1), essa prenderà la forma mH-H<»_i-HÌtt=A. Questa si ri- 
solve come la (2) e ci dà le soluzioni intiere s=S-hS,;'-+-S f (', 
«»-.i=T-f-T 1 ^-+-T# J M=U-hU,?'-hU,(', essendo e t' due nuove 
indeterminate. 

Sostituendo nelle (e) a ? e f„_i i valori ora trovati, avremo x, 
t/, z espressi per mezzo delle indeterminate r f e l', e quindi le so- 
luzioni intiere delle equazioni proposte saranno della forma 

fcX+X,;'+X/, t,=Y+V+V, z=Z+Z 1 <'+Z/, m^U+U.^+U^, 

essendo X, Y, Z, U valori intieri di x, y y z, u che soddisfanno alle 
equazioni proposte. 

Nel 2° caso l'ultima delle (10) ci dà *«_i=— r„_, t n -+-{k t — c,z), 
e le (11) diventano a;=A(A- a —c l :)-hB/„, y=A,(A*« — c.O-hB,^. Sosti- 
tuendo questi valori in una qualunque delle (1), per es. nella 1* 
abbiamo un'equazione fra s, tt e /„, e lasciando z indeterminata 
possiamo trovare u e t„ espressi per mezzo di z e d' un' indeter- 
minata t p dalle forinole w=U-t-U,:-hU t ^, /«=T-hT,c-+-T,^; e quindi 
sostituendo nei valori precedenti di uj/a t„ il valore ora tro- 
vato, avremo le soluzioni intiere delle equazioni proposte 

.t^X-hX.z-i-X,^, y=Y-+-Y I «-4-Y t V, 
in cui 2 e t p sono indeterminate. 

Il ragionamento che abbiamo fatto pel coefficiente di y l'avres- 
simo potuto fare per quello di 2, quindi è indifferente il porre 
kt—CtZ—h, oppure A", — o t y=d (/*.) per la teoria; ma in pratica 
conviene scegliere quell'eguaglianza che rende i calcoli più brevi, 
e questo si può subito riconoscere cercando due massimi comuni 
divisori, l'uno fra b t e a, l'altra fra c, e a„ secondochè si ha nella 
prima ricerca un numero maggiore 0 minore di divisioni che non 
nella seconda, si adotterà la prima 0 la seconda delle egua- 
glianze (fi). 

Esempio. — Sono proposte le due equazioni 

&H-2t/— 4z+3u=7, tA . 

5*-2y-3:-r-7u=20. ' (1) 

Possiamo eliminare la y sommando le due equazioni membro a 
membro, otteniamo cosi l'equazione 8r — 72-f-40w~27 (2). 
Risolviamo quest'equazione rispetto a 2, otteniamo 

, — 27h-&h-10k , \+x+3u 

z=z y . 
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Poniamo 1 +.r-}-3w=7/, ne ricaviamo x=lt -1— 3u, onde z=8/-5— 2u. 
Sostituendo nella 4 a delle (I) ad xe y questi valori abbiamo l'equa- 
zione Ut— 2y— 2it=1 0, onde y— ^ - m u— 5-+-5H- |-. 

Posto quindi t=z% risulta 

y=l 1 t-u— 5, x=\ 4^_3w_l , ^=16*,— 2u— 5: 

che sono le soluzioni intiere delle equazioni proposte espresse per 
mezzo delle due indeterminate t x ed u. Posto, per es., ^=4, u=4, 
risultano i valori x=i, y=% "3. 
Siano ancora proposte le due equazioni 

4z— 5#-h8i— 3t<=6 , 
fcc— 3tH-7z-+3u=29 ; 

sommandole termine a termine risulta l'equazione fo— 8H~15z=35, 
dalla quale ricaviamo 

Poniamo 2y — 3z — 1=6/, onde ricaviamo 

6/-4-3z-hl _ Q# , M-1 . 
- z=zót-\-*+- : 



se facciamo t-hl=2^ onde z=2f,— 1, avremo sostituendo 

y =3(-h3/i— 1, *=7-Hfc— t v 
Sostituiamo questi valori nella l a delle equazioni proposte, essa di- 

venta 3/,— M-3m=19, onde u— ^ — 6— /,H — g-, e quindi 

ponendo 1-M=3f«, onde f=3f t — 1, abbiamo, sostituendo nei valori 
precedenti di t y, z, w, le soluzioni intiere delle equazioni pro- 
poste espresse dalle formole 

Facendo /,=2, <»=0 otteniamo le soluzioni a=d, y=2, z=3, 
u=4. 



CAPITOLO XIV. 

EQUAZIONI DI 2° GRADO. 



149. — Fatti sparire i denominatori ed eseguita la riduzione dei 
termini simili, un'equazione di 2° grado ad una sola incognita si 
può sempre ridurre alla forma 

a*M-kM-c=0, (1) 

essendo a, b, c, miantità determinate e conosciute, positive o ne- 
gative, razionali od irrazionali. Dalla (1) ricaviamo facilmente 
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b c 



(b \ 2 b b* 

aH-_- j=#M---_ x+ n $ dalla quale 

ricaviamo x'+ -~x=(x-\- ^ \ sostituendo nella (2) a 

b* 

questo suo valore e trasportando nel 2° membro il termine — y-„ 

(b \* b* c 
^ )= — ~- Estraendo da ambi i 

b ■■ /E* c~ 
membri la radice quadrata abbiamo xh-^=±J/^— — , onde 

Abbiamo quindi due radici dell'equazione (1) fornite colla seguente 
Regola: — Dopo aver ridotto l'equazione alla forma (2), pren- 
dete la metà del cofficiente del termine lineare in x col segno mu- 
talo, e aggiungetevi e toglietevi successivamente la radice quadrata 
della somma àel quadrato di questa metà e del termine indipen- 
dente dall'incognita col segno che ha nel 2° membro; i due nu- 
meri risultanti saranno le due radici dell' equazione proposta. 
La (3) si può anche scrivere sotto la forma seguente: 

x=^~b±\/V^c) ì (3') 

e quindi le radici dell'equazione proposta sono date dalle forinole 

• •e^-M^P=3S> t x t =^ a {-b-VF^). (4) 

Dalla (3') si scorge facilmente che le radici saranno reali se 
b* — 4ac> 0, e immaginarie se 6*— < 4<zc<0, cioè, siccome a si può 
sempre rendere positivo, le due radici saranno reali 1° se c<0, 
2° se c>0 e ^ ac > ^ e radici saranno adunque immaginarie nel 
solo caso in cui sia c>0, 6*<4ac. Nel caso in cui b*=Aac le due 
radici saranno eguali, negli altri casi saranno diseguali. 

120. — Sommiamo le (4) termine a termine, otterremo 

»rHV=— — t (5) 

cioè: — La somma delle radici dell'equazione di 2° grado delia 
forma (1) è eguale al coefficiente del termine lineare diviso pel 
coefficiente del termine di 3° grado col segno mutato. 
Moltiplichiamo le (4) membro a membro, il 2° membro diventa 

il prodotto di ^ per il prodotto della somma per la differenza 

delle due quantità —6, Vb* — 4ac, cioè al prodotto di ^ per la 

differenza dei quadrati delle stesse due quantità, e quindi si avrà 
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*i*r==tt [ò*— (6'— 4ac)] , cioè vf^; (6) 

ossia: — II prodotto delle radici dell'equazione di T grado ri- 
dotta alla forma (1) è equale al termine noto diviso pel coefficiente 
del termine di T grado. 

Sottra<?ghiamo da x ciascuna radice e quindi moltiplichiamo fra 
loro le •differenze, avremo 

(x_ I 0(^)=[^-i(-4+j/6 5:: ^)][^-i(-«-» / 6 ; =Ì^)]. 
ossia 

donde si ricava (x — x t )(x — * 2 )==xM-^H-^> ossia 

\ 

(x—x t )(x—x t )= - (ax*-r-bx-r-c) ; (7 ) 

a 

cioè: — Il prodotto delle differenze fra x e ciascuna delle due 
radici dell'equazione di 2° grado è eguale al 1° membro dell'equa- 
zione diviso pel coefficiente del termine di 2° grado. 

Corollario 1° — Data la somma delle due radici d'un' equazione 
di 2° grado e dato il prodotto delle medesime si possono imme- 
diatamente trovare le due radici, poiché le (5) e (6) determinano 
tutti i coefficienti dell'equazione che ha quelle due radici. Si debba 
per esempio dividere il numero 5 / 8 in due parti il cui prodotto 



sia 119 /j_296 - Noi abbiamo = 5 /s> *W= 119 /i296> quindi 

-jp ^=f296> e quimìi la ^ ci da subit0 

_5 . Htf_ 5 1 / —_5 11 _56 

Xi ~~fB V 256 i*k> 1G 1 \M V m ~f(jWi^\U ' 

__5 !/25 H9"_5^ 11 34 

7 17 
perciò * l=Ig , * t =^. 

Corollario 2° -— Date le due radici puossi subito formare la 

equazione di 2° grado che le produce. Per esempio: se ^i=^> 

x t =^, sostituendo questi valori nel 1 0 membro della (7) e uguagliando 

questo azero, si avrà l'equazione domandata (^—j^^— 7§) = °' 



. /7 J7\ 7 17 A . r . é , 5^ 119. 

18*72 ' ossia unalmenle x g^ìioe 
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121. — Dalla ispezione dei segni di b e c noi possiamo per 
mezzo delle formofe (4), (5), (6), determinare a priori il segno 
delle radici quando queste sono reali. Si possono presentare 
quattro casi: 

1° &>0, c>0; per la (fi) le due radici dando un prodotto 
positivo sono dello stesso segno, e siccome la loro somma per la 
(5) è negativa, saranno ambedue negative; 

2° 6<0, c>0; le due radici hanno ancora lo stesso* segno, 
ma la loro somma essendo positiva, saranno ambedue positive ; 

3° 6>0, c<0; le due radici danno un prodotto negativo, 
quindi hanno segno contrario, e siccome la loro somma è nega- 
tiva, quella che ha un valore assoluto maggiore sarà negativa, 
l'altra sarà positiva. Or a dalle (4) si scorge che essendo c<0, sarà 

b*— 4a Q»ò' e q uindi j/tf— àacyb e perciò essendo 6>0, sarà 

—b+j/b*—/Mc>0, —b— j/6'-4ac<0, quindi x t >0, >r 2 <0, 
e *,<— V, 

4° 6<0, c<0; le due radici hanno segno contrario, e siccome 
la loro somma è positiva, quella che ha un valore assoluto mag- 
giore sarà positiva, l'altra sarà negativa. Dalle (4) poi si deduce 

che essendo c<0, sarà f/P — 4«c>ò, e siccome 6<0, sarà 

— b+yb*— 4tfc>0, — b— \/b % — 4ac <0, e sarà perciò ^,>0, 
*f<0, *,>— x t . 
Presentiamo tutte queste conclusioni nella seguente tavola sinottica. 

b*<4ac\ Xi imma & ,nano > x * immaginano. 



c>0 



6 >°!:;So: J»>°|£ì8|«<-*. 



MISS Ml^oV-**- 

Possiamo ancora presentare questa tavola sotto un'altra forma, la quale 
può forse meglio servire alla memoria. Quando due termini consecutivi 
d'un polinomio hanno lo stesso segno, si dice che v'ha una permanenza di 
segno, e quando i termini hanno segno contrario v' ha una variazione di 
segno Ira ì due termini. Ora considerando a come positivo, il 1* membro 
dell'equazione di 2° grado può presentare i seguenti quattro aspetti ri- 
guardo ai segni : 
a b c 

-- -f 4- due permanenze: due radici negative, 
-- — -f- due variazioni: due radici positive, 

- -f — una parmanenza, una variaz.: una radice negat. ed una posit., 
-f- — — una variazione, una permanenza : una rad. posit. ed una negat. 

Si osservi che nei due ultimi casi la radice positiva sarà maggiore o mi- 
nore in valore assoluto della negativa secondochè nel quadro dei segni 
precede la variazione o la permanenza. 

122. — Cercheremo ora di risolvere due equazioni simultanee 
di 2° grado a due incognite x ed y, e considereremo per ora sola- 
mente il caso particolare in cui le equazioni mancano dei termini 
lineari, cioè proporremei solamente di risolvere le due equazioni 
seguenti: 

ax* -r-bxy ~\-cif =k, ,v 
« 1 ^-h6 ll rf/-r-c 1 i/ ? =/j 1 . v ; 
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Moltiplichiamo la 1 a per c, c la 2* per c, e sottragghiamo membro 
a memoro la 1 a dalla 2* delle equazioni risultanti: avremo l'equa- 
zione («Ci— a 1 c)^-h(6c,~ b^xyzzzkcr- *iC, dalla quale ricaviamo 

Sostituiamo questo valore nella 1* delle (1) ed otterremo 

Eseguendo le operazioni indicate, fatto sparire il denominatore x* y 
quest'equazione si riduce alla forma tx*-\-m3?-hn=z0 (3), 
essendo t, m, n quantità note. L'equazione (3) di 4° grado priva 
dei termini che contengano le potenze impari di x si chiama biqua- 
dratica. Vediamo di risolvere quest'equazione. Ponendo &*=z (4) 
la (3) diventa Zz 8 -f-roH-w=0 (5), la quale equazione di 2° grado 
ci dà subito 



s=-g (-tò|/m'-4ni), e quindi «± j/^(^tóf^^Ì), 
ossia anche 



Dunque l'equazione (3) ha quattro radici due a due eguali e di 
segno contrano date dalle formole 

* I= +rgr ( ~ m j/^-wH-P'ro»- Ani) , 

x t —->r}/ ~ (— w —Vm'—bnl), x K ——^^j{—m—Vin t — bnl). 



Dalla tavola sinottica del numero precedente, in cui si faccia a=l, 
6=w, c=n, si può dedurre facilmente quest'altra relativa alle equa- 
zioni biquadratiche 

n>o (x it x tt x tt x 4 sono immaginarie (V. Capitolo seguente, 
m*<4nl[ n. 125, Teorema 6°). 

»>o r m ^ >0 '^>> il *> *Si sono immaginarie. 
w , >4f^lm<o!^ 1 , x t , x 3t x, sono reali [J^jjj 

\ ^ (# 3 , # 4 immaginarie. 

i '"^(xj, j- 4 immaginarie. 

Sostituendo nella (2) ad x ciascuno dei quattro valori trovati, tro- 
viamo i quattro valori corrispondenti di y che soddisfaranno alle (1). 
123. — Poniamo 

Levi » 
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la (6) diventa 

x=±j/EEpw. (8) 

In generale B non è un quadrato perfetto, quindi x è eguale alla 
radice d'una quantità irrazionale; ma si può presentare un caso 
in cui x si può mettere sotto la forma della somma di due radici 
di quantità razionali^ Siano_ a e J3 due quantità razionali, noi ab- 
biamo l'identità {V* ±V fi ) t ==«4-ft±2J / »jr ; quindi se possono 
coesistere le due relazioni a-+-£=A, %V*ft = j/b~, noi potremo 
porre ^ 

j/A±:j/B=j/a ±j/J. (9) 

Ora l'eguaglianza 2J / a£=f/g" equivale alla seguente a i?=^- » 

dunque noi abbiamo la somma e il prodotto delle quantità a e j?, 
quindi le possiamo determinare per mezzo dell'equazione di 2° grado 

AH--j=0, la quale mi dà 

a= *Zg — r-J/ — - — , cioè a= - , J3= ^ , 

ma siccome a e fi devono essere razionali si dovrà avere 

A'_B=C 8 , (10) 

e allora sarà a=^-~^, £=^p, e quindi la (9) diventa 



Se ad A e a B sostituiamo i valori (7), la (10) diventa y=G*, 




sarà C*=f, quindi C = f ; abbiamo poi A= 1 - 1 , dunque le radici 
dell'equazione proposta sono date dalla formola 



CAPITOLO XV. 

SULLE QUANTITÀ' IMMAGINARIE. 



124. — Noi abbiamo visto che la radice quadrala e ingenerale 
la radice d'indice pari d'una quantità negativa non ha per valore 
alcun numero positivo o negativo. Se noi abbiamo il radicale y -b 
noi possiamo scriverlo sotto la forma j/J. y~\ e il radicale j/ -i 
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non potrà rappresentare alcuna quantità reale. In generale si dice 
immaginaria un' espressione algebrica che si presenti sotto la forma 
a-hbi/—i, o che si possa ridurre a questa Forma, essendo a e b 
due quantità reali. QuincH se nel calcolare una quantità N si giunge 
alla formola Nr^-hAj/ -4 (1); si dice che N è un' espressione 
immaginaria, o impropriamente una quantità immaginaria. È poi 
chiaro che se b=0, N è reale, quindi la formola (1) può rappre- 
sentare tutte le quantità reali od immaginarie. 

Si dice modulo dell'espressione (1) la quantità reale e positiva 
ya*-hb*. Le due espressioni a-hby^ì, a—bj/^i, che hanno le 
parti reali eguali e le parli immaginarie eguali e di sejmo con- 
trario e auindi hanno lo stesso modulo, si chiamano coniugate; e 
siccome (a-h&f/— 0(a— by— i)=a*-\-b*, si può definire il modulo 
d'una quantità immaginaria la media proporzionale fra la quantità 
e la sua coniugata. 

125. — Sulle quantità o meglio espressioni della forma (1) si 
possono dimostrare moltissimi teoremi. Ne dimostreremo alcuni dei 
più elementari. 

Teorema 4° — La somma algebrica di più espressioni della 
farma (1) è un'espressione della stessa forma. 

Siano le tre espressioni N=a-J-ò V—\ , Nj=a,-f- b t l^ì, 
N t =a,-H>,f/— i ; noi abbiamo 

N-4-N 1 ~N t =a-h6|/— 1 -ha 1 H-6 1 j/ZT—a t — 6,^=1, 

ossia 

N-4-N,— N f =((H-a»— fltHKH^i— b t )\/~i. 
Quindi ponendo a-Ht,— fl a =a A , b+b—b t -=b k , si avrà 

N-+-N,— N,=a*+&* J / =T. 

Teorema 2° — Il prodotto d'un numero qualunque di espres- 
sioni della forma (1) è un' espressione della stessa forma. 

Cominciamola considerare le due espressioni N=<H-òj/^i", 
N 1 =ai-f-6 l i/'— i : noi abbiamo 

NN t =(<M-6 V — * K^rrt V 1 ^ )=aa t — 66,4-06, y ni-N^òf/ZT ; 
e quindi ponendo aa x ~—bb<=a k , o6 1 -+-a,6=6* (2), si avrà 

Se ora si ha un'altra quantità N a =a,-4-ò,j/^7, ponendo 
a k a t — b k br=On ì Okb t -r-a t b k =b nj avremo NNiN«=0»+6«^T . 

In generale se il teorema è vero per il prodotto di n fattori 
N, N„ N„..., N»_i, lo sarà anche per il prodotto di n-j-4 fattori; 

poiché supposto^ che sia NN.N, ìs n -\ = a P -¥b p y— 4 , (3) 

N«=a«-4-6^-i, posto a p a H —b p b„=a q> a p b n -r-a»b P =b g ; avremo 

N.N,N,N,. . . N„=tf ? -4-fc,, y =1 . 

Teorema 3° — Una potenza intiera e positiva aualunque d'una 
espressione della forma (4) è una espressione della stessa forma. 
Questo teorema si può considerare come un corollario del precc- 
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dente. Infatti la forinola (3) non cessa di sussistere, quando si sup- 
ponga N=Nt=Ni=. . .=N«-i, nel qual caso essa diventa 

X n =(a-hbi/~\ ) n —a k -hb k y~i. (4) 

Ma questo teorema si può dimostrare direttamente applicando la 
forinola del binomio di Newton. Con questa formola noi abbiamo 

w(w-i)(w— 2) „ , v3 w(H~1)(»-2)(n-3) „ i/t ,_ vl 



Quindi il secondo membro della formola precedente diventa, scri- 
vendo in due linee distinte i termini reali e gl'immaginari: 

nfn— 1) „_ 2 . 2 . i )(n— 2). . . (n— m-H ) „ w 

rt — nr a •+•••= rs3i a fc 

+ L »- i.2.3 a 6+ —^ 1.2...(m-i) a b -••p 7 - 1 - 

Nell'ultimo termine scritto in ciascuna linea e rappresentante il 
termine generale si prenderà il segno superiore od inferiore se- 
condochè sarà m=4p, oppure wi=4fH-2, se m è pari. Nel caso 
in cui m sia impari questi due termini debbono permutare fra loro 
di posto, e allora si prenderà il segno superiore od inferiore se- 
condochè sarà ?w=4;M-3, oppure m==4jH-4« 

Ora poniamo 

„ w(n— 1) n(n-i)(n- 2) . . ll3 . . 
a" j-j- a w - 3 6'H-. . . =a* , na"-^ — .=b k : 

ritroveremo la (4). 

Corollario. — Se cangiamo il segno a 6, l'espressione (a+bi/=ì) M 
si cangia in (rt— bj/— 1>\ a*_non cangia, eJ> A muta segno sola- 
mente; quindi sarà (rt— 6j/-O n =«*-— b*j/-i. Se moltiplichiamo 
quest'eguaglianza membro a membro colla (4) ci risulta 

[(a+bi/=ì)(a-bi/=i)] n =(a k +h V=T%a h — 6* J/=T), 

ossia (rt , -t-6 2 )"=rt* , 4-^A 2 , cioè: — Una potenza intiera e positiva 
qualunque della somma di due quadrati è eguale alla somma di 
due quadrati. 

Teorema 4° — La reciproca d'un' espressione della forma (1) è 
un'espressione della slessa forma. 



Digitized by Google 



m 

Noi abbiamo 

1 a—by^l g-b]/~{ a —6 

a+bi/~C-(a+by=i)(a-bi/=ìr a*+P "a'+b* + a'+ò^" 1 ' 

a —6 1 

e quindi posto 5^=**, ^p" 8 ^*' Sarà S+ò^ 5320 *"^*^*^' 
Corollario. — Se cangiamo b in — b, b k si cangia in — b k \ 
quindi: — Le reciproci di due espressioni coniugate sono due espres- 
sioni coniugate della stessa forma. Dunque se chiamiamo_a p -f b P j/-i 
il quoziente d'una quantità reale A divisa per a-\rb}/-\ y avremo 

a^byrr"'- 0 ^' 

Teorema 5" — Se dividesi un' espressione della forma (1) per 
un'altra espressione della stessa forma si ottiene un quoziente della 
stessa forma. 

Sia N=a-H>f/_t il dividendo, N.mrt.-H.j/— l il divisore, si avrà 

Ora pel teorema precedente a _^_ f) ^—. =a k -hb k j/zr\, quindi 

Teorema 6° — La radice quadrata d'uri espressione della forma 
(1) è un'espressione della stessa forma. 

Consideriamo le due espressioni Va+bj/^i, Va—bV^\> e 
poniamo 

Va+b V~ì+V a—b j/=ì=x, Va+b j/ZA—Va—b }/-i—y. (oc) 

Elevando quest e equa zioni membr o a me mbro al quadralo otte- 
niamo Va-hVi/a'+b'z^, <2a— <2i/a*+b s =zy* e quindi 



Ora poniamo V^a+Wa^W=a k , y^yy^^a=b kt essendo 

a h , b k due quantità reali perchè j/a'-hò^a, e sostituiamo nelle 
formole (a): avremo 

l y a-hb y-i-hVa—b i/=i=za h , V a-hbj/~i--J / a—by=i=b k j/=i ì 
dalle quali ricaviamo immediatamente 

et li 

essendo a P =~ f b p =^. 
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Corollario 1° — La radice (2"V , '" ff d'un' espressione della forma 
(1) è un'espressione della slessa forma. 

Corollario 2° — La radice m' tiau d'un' espressione N della forma 
(1) è un'espressione della stessa forma. 

m 

Poniamo j/n=P, sarà N=P". Ora P dev'essere immaginario 
perchè altrimenti P" e quindi N sarebbe reale, dunque P dovrà 
avere la forma (1) o almeno si potrà ridurre a quella forma. 

420. — Teorema 7° — R modulo della somma o della diffe- 
renza di due Quantità è compreso fra la somma e la diffcì'enza 
dei moduli delle stesse quantità. 

Siano le due quantità N=cH-òj/-4, N 1 =a 1 -f-^,l/ — 1 ; noi ab- 
biamo NitN^aita , H-Cfcfcfc,) V-^ ■ 

Siano r, r,, R i moduli rispettivamente delle quantità N, N, , 
NltN,: noi abbiamo r^aM-fc', r\=za\+-b\ y 

cioè 

RH==r l -Hl±2(aa 1 -hò& l ). (J3) 
Ora rM=(a , ^ , )(a?^-6^)==a , a;-4-6 , ò?-Hl , 6«^-a!6 , , ossia 

donde rVf=(aa,H-^^ 1 ) l -|-(a6 1 — a,/>) 2 , e quindi sarà r*rì>(aa,H-M,)*, 
e perciò n^>:±(artH-M,). Quindi se nella (J3) ad sosti- 
tuiamo la quantità maggiore rr t avremo le due diseguaglianze 
R* <r*-+-r}-h2rr 1 , R' <r l -Hl— 2rr, , cioè R<r-+-r,, R>r— r, , 
cioè R è compreso fra la somma e la differenza dei moduli r, r t . 

Teorema 8° — Il modulo del prodotto di più quantità è egtiale 
al prodotto dei moduli di queste quantità. 

Ci basta dimostrare che il teorema è vero per due fattori po- 
tendone facilmente estendere la dimostrazione al prodotto di un 
numero qualunque di fattori. Siano adunque 

i due fattori, noi avremo per prodotto NN,=aa,— bb i +(ab i +aj))\/~i . 
Siano ancora r, r„ R i moduli di N, N t , NN,, noi avremo 

r*=aM-fc a , r\=a\-\-b* , 

W=(aa l -bb ì YM.ab l -^J)y=a t b\^ 

e quindi R==rr,. 

Quindi se abbiamo ancora un altro fattore Nt = &rr-btV—i il 
cui modulo sia r„ chiamando R, il modulo del prodotto NN,N t , 
avremo R^Rryzrrr.r,; e in modo analogo si dimostra il teorema 
per un numero qualunque di fattori. 

Corollario 1° — Il modulo d'una potenza d'una quantità c 
eguale alla stessa potenza del modulo della quantità. 

Infatti, pel teorèma precedente, se noi abbiamo n fattori N„ N„ 
N a ,...., N«, i cui moduli siano rispettivamente r,, r*, r s ,...., r«, 
chiamando R il modulo del prodotto di questi n fattori, abbiamo 
(y) R=r 4 r t r, r„, e quindi se N=N,:=N t = =N„, sarà 
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r 1 =r,=r 3 = =r«=r, ed R sarà il modulo della potenza n" ,ma 

di N, e la (7) diventa R=r". 

Corollario 2° — /Z modulo d'un auoziente di due quantità è 
eguale al quoziente dei moduli delle due quantità. 

Sia N il dividendo, N, il divisore e Q il quoziente, e siano r, 

N 

r iy p i moduli corrispondenti. Dall' eguaglianza -j^=Q ricaviamo 

N=N,Q, e quindi r=r,p, e da questa ricaviamo p=-^-. 

Corollario 3° — Il modulo d'una radice d'una quantità è eguale 
alla radice dello stesso indice del modulo della stessa quantità. 

DI 

Poniamo l/JJ =P (ò), ed eleviamo i due membri alla potenza 

m e*ima. gj ayra fl— p* ^ p ayra J a f orma a _|_^j/_ 4 6( J Un modulo 

p. Sia r il modulo di N : dalla (*) ricaviamo r=p w e quindi f=f/r. 



CAPITOLO XVI. 

SULLE FRAZIONI CONTINUE. 

127. — Dicesi frazioìie continua un'espressione della forma 

m 



n 



a 3-4- JL 



Noi considereremo solamente una specie particolare di frazioni 

continue, cioè quelle in cui ?n=n=/>= =1, e quindi quelle 

della forma seguente 



» * 

: 1 

a n 

in cui a,, a„ a 3 , a*,..., éu-i, a» sono numeri intieri e positivi: 
questi numeri si chiamano quozienti incompleti 0 semplicemente 
quozienti. A ciascun quoziente incompleto corrisponde un quoziente 
completo che è la somma del quoziente incompleto e di tutta la 
quantità che viene in seguito. Cosi sono quozienti completi le espres- 
sioni tf,H — 7, « 3 H — 7, ecc.. Le frazioni — , 

1 1 «» «3 

«3-+- — r «4-f- — r 

c7 4 —|— — 115-+-... 



• 
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si chiamano frazioni parziali od integranti. Le espressioni 

1 1 1 



!*•••» 



«t-h-— 



11 T_J 

« 3 H - 

si chiamano frazioni convergenti o ridotte. 

128. — Problema. — Data una frazione continua trovarne le 
ridotte. 

Per risolvere questo problema cercheremo una legge secondo cui 
una ridotta qualunque si deduce dalle precedenti, cosicché ci ba- 
sterà conoscere le prime per ottenere tutte le altre. Le due prime 

ridotte sono 0,+ -=^^^^. Per ottenere la 3 a ridotta 
1 a t a t 

\ 

basta sostituire nella 2* a,H ad a,, e quindi la 3' ridotta sarà 

a a 



— 1 «.«3+1 



a 3 a, 

Moltiplicando i due termini di questa frazione per a Sf questa 3' ridotta 
diventa ^i£«£!±£izt^ c j ie s j pu 5 scrivere cosi: ( fl ' fl, +^ a »+ ff| t 

Per ottenere la A & ridotta basta sostituire nella 3 a a 3 -{ — ad a 3 

a* 

e si ha 

(a,fl,-t-1)^a s -l- — l+Oi — +"« 

Moltiplicando i due termini di questa frazione per a 4 ed eseguendo 
le moltiplicazioni indicate, la 4 a ridotta diventa 

aifl,qifl44^3a4^-a > fl»H-aia4H-1 _ [(^ifl«H-1)fls4-ai]ff44-^itf»H-1 
a,a 3 a 4 -ha t -Wi4 ~~ (a t a s +i)a 4 -Hi t 

Osservando la 3* ridotta si scorge che i suoi due termini si ot- 
tengono da quelli delle due prime ridotte nel seguente modo: mol- 
tiplichiamo i due termini della 2* per il terzo quoziente, ed ai 
prodotti aggiungiamo rispettivamente i due termini della 1 a , i due 
numeri che risultano sono i due termini della 3 a ridotta. In modo 
analogo si deduce la 4' ridotta dalla 2 a e dalla 3 a ; cioè moltipli- 
chiamo i due termini della 3 1 per il quarto quoziente incompleto, 
ed ai prodotti aggiungiamo rispettivamente i due termini della 2': 
i due numeri risultanti sono i termini della A a ridotta. Si tratta di 
dimostrare che questa legge è generale, cioè che fra tre ridotte 
consecutive qualunque si lia il seguente 
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Teorema. — Siano ^, è2±! /re Wdofte consecutive, e 

sta a„ + i /'(n-+-1) Mlmo quoziente; fra queste tre ridotte esiste la re- 
lazione 

\ n + i _ _A w g ff .}.i-f-A w ^i 

B-+i""ru„ + i-hB w _r W 

Sia a* IV"™ quoziente, e supponiamo che la suddella relazione 
abbia luogo fra le tre ridotte , ^zl , , cioè che si abbia 

A» A«-ia«H-A w -8 

Per ottenere la ridotta «Sii basta evidentemente sostituire nella 



espressione precedente a» H ad a», ed avremo 

««+1 



*!L+j_. V a„+\ t 

moltiplichiamo i due termini di questa frazione per a*+\ ed otterremo 

A > ,.n__ A»-ia >t a > , + i-f-A«-i4-A«-.8a w+ i (\n-ia t rt-hn-%)a»+ì-+-Xn~i 

B„ + i B«_ia„a» + i-+-B 4 .i-hB„- 2 rt, + i"~(B„-ia»-i-B fl _2)a„ + i-+-B„-r 



Ma per ipotesi A»_ia«H-A«_ 2 =A„ , B,_ia„H-B*_ 2 =B„ dunque so- 
stituendo si ha appunto la (1). Ma la (2) è verificata ponendo n—A, 

dunque lo sarà anche la (1), cioè Ò si deduce nello stesso modo da 

B7 e Bi che la TT da F e E' ci ° è la ® è anclie verificala P er 
n=5; quindi lo sarà per la stessa ragione per w=G, ecc.; dunque 
il teorema è vero per un valore qualunque di n. 

Se la frazione continua ha un numero limitato di quozienti, l'ul- 
tima ridotta è evidentemente eguale alla frazione continua; dunque: 



Ogni frazione continua finita può sempre essere espressa per 
mezzo d'una frazione ordinaria a termini intieri. 

Esempio. — Si abbia la frazione continua F=2 + r 

Cerchiamone le ridotte consecutive: coir aiuto J 



3+ 



del teorema precedente formiamo il seguente ' 5 j * 
quadro: 

Quozienti incompleti 2 3 2 5 4 3 

Miotto 1 1 46 §Z 11™ 

1 3 7 38 159 515 ' 

1179 

dunque conchiudiamo che la frazione continua F = ijyg- ■ 
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129. — Problema reciproco. — Data una frazione irreduttibile 
trasformarla in una frazione continua, 
Comincieremo a dimostrare che questa trasformazione è sempre 
II 

possibile. Sia la frazione irreduttibile data, e supponiamo che 

sia M>N; dividiamo M per N, otterremo un quoziente a, ed un 
resto r, cosicché sarà 

essendo r, <N, possiamo dividere N per r, ed otterremo un quoziente 
a, ed un resto r„ cosicché sarà 

r, * r, r, 

r» 

essendo r,>r, possiamo dividere r, pei*r 2 , ed otterremo un quo- 
ziente a s ed un resto r 3 , onde sarà 

^ _,__!_ ( 3) 



r, r 8 n 

r s 

e cosi di seguilo. Siccome M è primo con N si finirà con trovare 
un resto *v=l, cosicché chiamando r*_», r*_, i due resti prece- 
denti, e a„ il quoziente che risulta dalla divisione di r*_, per r n - x , 
avremo » 

r^=«»+J-. ( 4) 

N r 
Sostituendo nella (1) ad — il suo valore (2) e quindi ad il suo 

r _ * 

valore (3),..., e ad — il suo valore (4) si avrà 

r n -\ 



M 1 



-h«*-H — - 



a„-4- 



Dunque la frazione ordinaria -E é espressa per mezzo d'una fra- 
zione continua finita. I quozienti incompleti a,, a t9 a s ,... t a* non 
sono altro che i successivi quozienti che si ottengono cercando 
il mass. com. div. di M ed N col metodo del n. 31: quindi risulla 
la seguente regola : Per trasformare una frazione ordinaria irre- 
duttibile in frazione continua operiamo come se dovessùno cercare 
il massimo comun divisore dei due termini della frazione proposta; 
ì successivi quozienti ottenuti saranno i successivi quozienti incom- 
pleti della frazione continua che si ceixa. 

1179 

Per es. si voglia trasformare la frazione T yp- in frazione con- 
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tinua, l'operazione si dispone nel seguente modo: 
Quozienti 



Div. 1179 
Resti 149 



2 l 3 1215I413 . 1179 0j 1 
515|149l68|l3i3ir dun ^ e 1ÌF =S+ — T 



68| 13| 3| 1| | 3 + 



2-+ 



5+J 



/H ~3 



130. — Teorema. — /Z va/ore d'una frazione continua è com- 
preso fra quelli di due ridotte consecutive, di modo che la frazione 
è maggiore di quella delle due ridotte che occupa il posto impari 
nella serie delle ridotte, ed è minore di quella die occupa il posto 
pari. 

Si abbia la frazione continua F [V. formola (A) del N. 127]. 

Evidentemente F>a t ; la 2 a ridotta aH-^->F, poiché essendo a, 

minore del quoziente completo a,H — ^r-» sarà — >— - — T 

a 3 -f-. . . a % ^ j i 

• a 3 -+-. . . , 

11 1 
e quindi a,H >a,H 3 \ la 3 tt ridotta a,H T< F > 

a 3 -t-. . . a s 

1 11 

poiché a 3 <a 3 H — — , e quindi — > t 

a 4 -h... a 3 — i — 

1 1 

C «.+ ->«.+ f , 

" S fl -| 

a 4 -h • • 

1 1 

donde j , 

1 1 

e quindi finalmente a,H ^- <aH ^ ; 

«2+ T" a H- 



a 3 a 3 

cosi procedendo si dimostra che, chiamando -g* , g- f , -g- s , 

B 2 ^ , , ir 5 * le 2n-H ridotte successive, abbiamo £<F<ir, 
A 3 A 3 ^ ^ A 4 A,»—, _ -At» A >w> ^ p K A| W -t- t 

b; >f> ¥,' ¥ 3 <F <-□?•••' iw; <f< b7/ Br„ >F> w 

131. — Teorema. — II valore d'una ridotta è compreso fra 
quelli delle due ridotte precedenti. 

Questo teorema non e che un corollario del precedente; per- 
ciocché, chiamate R, R,, R, tre ridotte consecutive, la ridotta R, 
si può considerare come una frazione continua di cui R, e R, sono 
due ridotte consecutive, dunque pel teorema precedente R, è com- 
preso fra R ed R,. 
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Corollario. — Dato il numero delle ridotte d'una frazione con- 
tinua si può rappresentare graficamente il valore relativo delle di- 
verse ridotte valendosi dell'ultimo teorema. Sia difatti n il numero 
delle ridotte; seguiamo una retta indefinita OP e in questa pren- 
diamo a partire dal punto 0 verso P delle lunghezze 

F 

o Mri — ir-S — ì*—* Hr* p 1 

F 

4 3 5 n-4 6 4 2 1 ' 

01, 02, 03,... che rappresentino rispettivamente i valori della l a , 
2', 3\... ridotta. Pel teorema del n. 130 le ridotte del posto im- 
pari essendo minori della frazione continua, e le ridotte di posto 
pari essendo maggiori della frazione continua, i numeri impari 1, 
3, 5,... saranno a sinistra, e i numeri pari 2, 4, 6,... saranno a 
destra del punto n; e pel teorema precedente il punto 3 sarà 
compreso fra i punti 1 e 2, il punto 4 fra i punti 2 e 3, il punto 
5 fra i punti 3 e 4, e in generale il punto p fra i punti p--2 e 
p — 4, e finalmente il punto n«fra i punti n— 2 e n— 1. Cosicché 
a destra ed a sinistra del punto n le successive ridotte andranno 
avvicinandosi all'ultima ridotta On che non è altro che la frazione 
continua, quindi i valori relativi delle successive ridotte saranno 
rappresentali dalla figura 1 se » è pari e dalla figura 2 se n è 
impari. 

132. — Teorema. — La differenza fra due ridotte cotisecutive 
è eguale all'unità divisa pel prodotto dei denominatori dell* due 
ridotte. 

Siano , «5 , ^ tre ridotte consecutive, e sia a» +1 l^n-H)- 
quoziente, di modo che si abbia 

A„ + t=A«a» + i-|-A>i_ 1 , Bn+i=B„rt* + i4-B„--, • 

Noi abbiamo fc- |^- = A " B ' - , T A — H V 

A w+ i A H _A H a H -n+A»-, A«_ A w -iB^— AhB w ^i A w B w . t — A w -tB tf . 

B« + i B„ B««n+i+B«_i B« ft H (\)„a„+i+Bn-t) BA+, 

cosicché i numeratori di queste due differenze non differiscono 
che per il segno, e i denominatori sono i prodotti dei denomina- 
tori delle due ridotte di cui si sono calcolate le differenze. Perciò 

la differenza fra Vr 1 - e rr 21 avrebbe ancora lo stesso numeratore 



ma col segno contrario della differenza fra S~ e : quindi pos- 

siamo già conchiudere che la differenza fra due ridotte consecutive 
è una Trazione il cui numeratore è una quantità invariabile in va- 
lore assoluto, e il denominatore è il prodotto dei denominatori 
delle due ridotte. Si tratta dunque solamente di trovare questo 
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numeratore costante: perciò prendiamo le due prime ridotte » 
(i b ~\~\ 1 

— — c troviamo per la loro differenza — , dunque il numeratore 

a t rt « A A ~H 

costante è 1, quindi conchiudiamo che D "- = D T ■ . 

- ti* U*-, B«B« + , 

Prenderemo il segno -f- o il segno —, cioè la differenza sarà 
positiva o negativa, secondochè n sarà pari od impari, il che del 
resto si confà col teorema del n. 130. 

Corollario. — Siccome il denominatore B„ va crescendo col 
crescere di », la differenza fra due ridotte andrà diminuendo col 
crescere di », e si potrà rendere piccola quanto si vuole, cosicché 
se vogliamo trovare il valore della frazione continua contentandoci 

dell'approssimazione di y , quando avremo trovato due ridotte, 

il prodotto dei denominatori delle quali sia maggiore di p potremo 
prendere l'una o l'altra ridotta pel valore della frazione cercata, 
giacché questa è compresa fra le due ridotte. Prenderemo la 2* 
ridotta a preferenza della 1" perchè pel corollario del teorema del 
n. 131 la 2 1 ridotta è più vicina delia 1" alla frazione continua. 
Del resto questo si può dimostrare direttamente col seguente teorema. 

133. — Teorema. — Una ridotta è più vicina alla frazione 
continua che non la ridotta precedente. 

Siano ancora ^ , ^ j^±-' tre ridotte consecutive d'una fra- 
zione continua F, e sia a H+ì \\n-hiy»™ quoziente incompleto e 
// l^n-H)"" 10 quoziente completo: sarà 

B* +l B«a„ + H-B«_i ' 



Egli è evidente che se ad a n+i sostituiamo q nell'eguaglianza pre- 
cedente, il 2° membro diventa eguale ad F per la definizione data 

del quoziente completo, quindi sarà F=£^t±^ì=» . Confrontiamo 
ora la F colle due ridotte consecutive , £-* ; noi abbiamo 

"n-1 Un 

p_ A w _i_ A^-hA w - , Aa-^ AaB,,-,— -A„-iB„)q 
B„_, B^-hfì fl _ l B„_^ B.-^Bn^-hB^,) ' 
F_ A n _ A w 7-hA,-, __ A^ A»-^,— A A-. 
B, B^+B„_, B„- B«(Bn<7-hB„_,) ' 
cioè pel teorema del numero precedente 

B,_, B^B^H-B^,)' ^--B-B^B^+B^,)" (2) 
Ora q>i, poiché g=q.^ — i— . ; > B*_ t <B„ dunque fatta 
astrazione dal segno, abbiamo in generale F— j^i> F— g? , cioè 
F s'accosta più alla ridotta ^ che non alla precedente . " 
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Corollario 1° — Segue da questo teorema ciò che avevamo già 
dichiaralo in fine del corollario del teorema del n. 131, cioè che 
le successive ridotte vanno continuamente avvicinandosi alla frazione 
continua; e questa è la ragione per cui le ridotte sono anche 
chiamate frazioni convergenti. 

Corollario 2° — Essendo </=a„ +1 -4- — , sarà evidentemente 

... 

fl* +t <5f<a»+rHl; quindi sostituendo nel secondo membro della (2) 
a q prima a» + , e poi a*+i-h1 avremo, facendo astrazione dal segno, 

^K^B^+.+B*-,)' F ~ IT^B^B^+.+BjtHWi) ; 

cioè per la (1) F-j^g^, F- fe> B ^{ Bw+1 y Queste due 

diseguaglianze danno due limiti fra cui è compresa la differenza 
fra la frazione continua ed una ridotta. Della prima diseguaglianza 
si è già parlato nel corollario del teorema del numero precedente: 
quanto alla seconda essa si può esprimere col seguente 

Teorema. — L'errore che si commette prendendo una ridotta 
pel valore della frazione continua è maggiore dell'unità divisa pel 
prodotto del denominatoli della ridotta per la somma di questo 
denominatore e di quello della ridotta precedente. 

134. — Teorema. — Una ridotta qualunque e una frazione 
irreduttibile. 

Infatti noi abbiamo dimostrato nel n. 131 che A„B„.i— A«.iB w =l . 
Supponiamo a sia il mass. com. div. di A» e B* di modo che sia 
A*=aA'«, B»=aB / »; sostituendo questi valori nella eguaglianza 
precedente avremo a(A , «B»_i — A»_iB , JI )— 1. Quindi a dev essere 
divisore di 1, cioè dev'essere a=l, cioè A» e B„ sono primi tra 

loro e la frazione ^ è irreduttibile. Egli è per questa ragione che 

le frazioni convergenti si chiamano anche ridotte. 

135. — Teorema. — Una ridotta qualunque s'accosta di più 
alla frazione continua che un'altra frazione che abbia un deno- 
minatore minore. 

a A 

Siano -j, ~ due frazioni, delle quali la seconda sia una ridotta 

di una frazione continua, c sia 6<B„. Noi abbiamo trovato nel 
n. 133 che la frazione continua F si può rappresentare colla for- 

mola F==4^±4 =z *> e abbiamo trovato nello stesso numero che 
B„<7-hB„_i 

K -fe= B,(B,7-^-) ; d ' aUr0Dde 

p a_ \„q-¥-\„-i a k 

b ~~ B^-hB*., b -&(B„?-hB,-i) ' 

essendo k una quantità maggiore o almeno eguale ad 1 , falla 
astrazione dal segno. Ora per ipotesi 6<B«, quindi 
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/>(B«f/-r-B,,_i) <B„(B„</-|-B«_i) e perciò F-|>F-^, 

la qual diseguaglianza dimostra appunto il teorema. 

Questo teorema si può anche enunciare nel seguente modo: — 

Fra due ridotte cotisecutive non può essere compresa alcun 1 altra 

frazione che abbia un denominatore minore dei più grande dei 

denominatori delle due ridotte. 

A \ a 
Infatti siano S 2 ^ > er d ue ridotte consecutive, e sia -y- una 

Dn-l 1)« 0 

trazione in cui sia fc<B„. Noi abbiamo 



Att-l aftn-l — b\ H -l A/i Aa_l _ ±1 

B«_i b.Bn-i B« B»_i B«.B«_i 



ora se &<B« sarà 6B»_i<B»B»_i, e siccome, fatta» astrazione dal 
segno aB„-i-M,,-i > 1, sarà -£_^>*I_ Api, dunque la 

~ non può essere compresa fra le due ridotte 

O D H Dh-1 

136. Lagrangc nelle aggiunte che fece all'Algebra di Eulero ha trattato 
diffusamente delle frazioni continue, e, dopo aver dimostrate le proprietà 
accennate nei numeri precedenti, ne ha trovate delle altre considerando 
separatamente le ridotte di posto impari e quelle di posto pari. Noi ci li- 
miteremo a riferirne la parte più elementare e più importante per le ap- 
plicazioni pratiche che si possono fare di questa specie di quantità. 

Consideriamo la serie 4*> -e S > 4*. delle ridotte d'una frazione 

Di » s D 3 H 4 

continua F, le quali sono alternativamente minori e maggiori di F: egli 

A A Ar 

è chiaro che si potrà dividere questa serie nelle due seguenti : -k^, -£*«.: 
A A A • "i À 

V' TP 1*6 " ^ a P" ma sar ^ com P 08ta di frazioni tutte minori di F, e 

che andranno aumentando verso F; la seconda sarà composta di frazioni 
tutte maggiori di F, ma che andranno diminuendo verso questa stessa 
quantità, come abbiamo dimostrato nelle figure del N. 131. Esaminiamo 
ora in particolare ciascuna di queste due serie: nella prima avremo 

A 3 Aj_ A g a 3 4-A < Aj q^A^B^— AjB 8 ì _ a 3 

B 3 Bj B 2 a 3 -f-B| Bj BjB 3 B|B 3 ' 

e analogamente si dimostrano queste altre eguaglianze 

A-, A 3 __ (1$ A 7 A 5 _ q 7 
B 5 - B 3 - » B 7 ~ % ~ B?B 7 ' 

e nella seconda serie si avrà aualogamente 



Se i numeri q 3 , q^, q 7 ,....; q 4 , q«,.... fossero tutti eguali all'unità si po- 
trebbe dimostrare come al V 435, che fra due frazioni consecutive qua- 
lunque dell'una o dell'altra delle precedenti serie non potrebbe trovarsi 
alcun'altra frazione di cui il denominatore fosse minore di quelli di queste 
due frazioni; ma ciò non succederà più quando i quozienti incompleti 
°3j °5v"i <*?? flS|>.«. saranno diversi dall'unità; poiché in questo caso si 
potranno inserire fra le due frazioni di cui si tratta tante frazioni inter- 
mediarie quante unità contengono i numeri q 3 — 4, q 5 — 4,...; q«— 4, q$— 4,..., 
e per ciò fare non si avrà che a sostituire nei valori di A 3 e di B 3 i nu- 
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meri 1,2,3,..., a 3 — 4 ad a 3 ; nei valori di A 4 e di B 4 i numeri I, 2, 3. ... 
a,-4 ad a 4 (V. IS. 33). 
137. Supponiamo, per esempio, che sia a } —i } si avrà A 3 ^=4A i -\-A. l . 

B 3 =4B s -f B 1 e fra le due frazioni -g^ , si potranno inserire le se- 

guen.i In frazioni intern.edi.ric ^ , ' , ^+*| Eg.i é 

chiaro che i denominatori di queste frazioni costituiscono una progres- 
sione aritmetica crescente da B 4 fino a B 3 , e i numeratori da A 4 (ino ad A 3 . 
Dimostreremo ora che queste medesime trazioni crescono continuamente da 

fino a ^g- 3 , di modo che nella serie 

3 A, A,+A 4 2.4,+ A, 3A,+A, A 3 

B 4 ' BT+B? 2^+V 55+5' B* ( ] 

sarà impossibile d'inserire alcuna frazione di cui il valore sia compreso 
fra quelli di due consecutive di queste frazioni, e della quale il denomi- 
natore sia anch^ compreso fra i denominatori delle stesse frazioni. Infatti 
se si prendono le differenze fra due frazioni consecutive della serie pre- 
cedente, si avrà, essendo A 2 B f — A 4 B«— I 

A,+A, A< ì_ 2A 8 +A 4 A,+A, _ 4 

É^- B.-B^+B,)' 2B,+B 4 ~ B^Hfr (B,+B I )(SB,+B 1 )» 

3A,+A 4 _ 2A 8 +A, 4 Aj _ 3Ay+A 4 _ 4 

3B 2 +B 4 2B S +B, (2B ? +B 1 )(3B s -f B t ) ' B 3 3B^fF 4 (3B S +B 4 )B 3 

onde si scorge prima di tutto che le frazioni— 1 , gjjjjjy > vanno au- 
mentando perchè le loro differenze sono tutte positive; in secondo luogo 
siccome queste differenze sono eguali all'unità divisa pel prodotto di due 
denominatori, si potrà provare con un ragionamento analogo a quello fatto 
nel N. 435, che è impossibile che fra due frazioni della serie precedente 



771 

sia compresa una frazione — se il denominatore n è compreso fra i de- 
nominatori di queste frazioni, o in generale, se esso è minore del più 
grande di questi due denominatori. 
Di più, siccome le frazioni di cui noi parliamo sono tutte minori dì 

F, e la frazione ^ è maggiore di F, egli è evidente che ciascuna di 

queste frazioni s'avvicinerà ad F in modo che la differenza ne sarà minore 

di quella fra la medesima frazione e la frazione . Ora si ha 

Ai A»_ J_ A»+Ai At i 

Bi B t ~* B,B,' B a +B, B,~ (B,+B,)B,' 

2A,+A, A ? _ 4 
$E+B.""~E (2B,+B 4 >B, » 

3A,+A, A t 1 A*_ A -i— 1 

3B t +B, B,~ (:)B»+B 1 )Bt' B 3 B» ~~ BlìT, ' 

dunque, poiché queste differenze sono altresì eguali all'unità divisa nel 
prodotto di due denominatori, vi si potrà applicare il ragionamento del 

N. 135 per provare che nessuna frazione può esser compresa fra una 
qualunque delle frazioni della serie (a) e la frazione ^ , se il denomina- 
tore n è minore di quello della stessa frazione, d'onde segue che ciascuna 
di queste frazioni s'accosta di più ad F che qualunque altra frazione mi- 
nore di F, e che abbia un denominatore più piccolo, cioè che sia espressa 
in termini più semplici. 
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138. Mei numero precedente noi non abbiamo considerato che le frazioni 
intermedie fra ~ e ; si potrebbe fare lo stesso ragionamento per le 

frazioni intermedie fra g* e ^ , fra ~£ e ^ , ecc , quando fosse 

«s^lj G; 5 *!» ecc,.... Lo stesso ragionamento si può anche applicare alla 
serie -g- , -^*> p7 5 ; di guisa che se i numeri a 4 , 0$, sono mag- 
giori di 1, si potranno inserire fra le frazioni ^ e , fra — 4 e ^ 

diverse frazioni intermediarie tutte maggiori di F, ma che andranno con- 
tinuamente diminuendo, e che saranno tali da esprimere la quantità F 

fi ù esattamente che non lo potrebbe fare alcun'altra frazione maggiore di 
' e che fosse concepita in termini più semplici. Di più, se a t è anche un 
numero maggiore di i, si potranno parimente collocare avanti alla frazione 

A » l« fragni A, + ' 2A ' + 1 3A ' + ( elnn «tA.-f 1 A, 

gi le frazioni —j- , — - — , — — , sino a — =-i , e queste 

frazioni avranno le stesse proprietà delle altre frazioni intermediarie. In 
questo modo avremo le seguenti due serie complete di frazioni convergenti 
verso la quantità F. 

Frazioni crescenti e minori di F: 
Ai A,+A, 2 A,+Ai (a 3 —l)Af-f Ai A 3 A 4 +A 3 

B, ' B.+B, ' 2B7+B^'••• , (a 8 -l)B,+B,> "B~ 3 5 BvfB 3 ' 
3A 4 +A 3 (q 5 -l)A 4 +A 3 - _A_ 5 A a -fA, 

2B 4 +B 3 '"' («5-1)64+63' B a ' BT+b;'-- 

Frazioni decrescenti e maggiori di F: 
A,+l 2A,+I 3A,+1 (a,-l)Ai-H A, AH-A 2 

1 ' *J ' 3 (a«-l) ' B*' ST+B,' 

2A 3 + \ t (q 4 -l)A 3 +A, Aj A5+A4 2A 5 +A 4 

2B a +B,' ' (a.-JiBa+B,' B 4 ' B 5 +B 4 ' 2B 5 +B 4 

Se la quantità F è irrazionale le due serie precedenti si estenderanno al- 
l'infinito, poiché la serie , u? , 4- s , (che noi chiameremo d' ora 

Di Ut i>3 

innanzi frazioni principali per distinguerle dalle frazioni intermediarie) 
si estende per se stessa all'infinito; ma se la quantità F è razionale ed 

eguale ad una frazione qualunque -i-, noi abbiamo visto nel N. 128 che 
la serie in questione sarà finita, e che I' ultima frazione di questa serie 
sarà la frazione stessa — - , dunque questa frazione chiuderà pure neces- 
sariamente una delle due serie precedenti, ma l'altra serie potrà sempre 
andare all'infinito. Infatti supponiamo che <z 4 sia 1' ultimo denominatore 

della fraziore continua, allora .V sarà 1' ultima ridotta, e la serie delle 

B4 

frazioni maggiori di F sarà terminata da questa stessa frazione; ora l'altra 
serie delle frazioni minori di F si troverà naturalmente arrestata alla fra- 
zione , ina per continuarla, non v' ha che a supporre che il denomi- 
natore a 5 che dovrebbe seguire a 4 sia eguale all' infinito 00 , di modo che 
la frazione ^ che seguirebbe gj nella serie delle ridotte, sarebbe 

A^__ x . A t -f-A 3 __Aj 
B 5 ~~ ». B4+B3 B 4 * 
Ora per la legge delle frazioni intermediarie, egli è chiaro che essendo 

Levi *.» 
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05=x si potrà inserire fra le ridotte ^ e ~ una infinità di frazioni 

intermediarie che saranno 

A 4 +A 3 UrfA, 3A 4 +A a /fl v 
BT+lV 2B7ÌFB3' 3B7+B 3 ' " (P ' 

Perciò in questo caso dopo la frazione ^ nella prima serie delle frazioni 
si potranno collocare le frazioni intermedie (j?) e continuarle sino all'in- 
finito. 

139. — Puobi.ema. — Trovare in quanti anni la differenza fra Vanno 
solare e l'anno comune può produrre un numero intiero di giorni. 

Secondo La Caillc l'anno solare è di 365 giorni, 5 ore, 48' , 49", e per 
conseguenza più lungo di 5 ore, 48', 49" dell' anno comune che è di 365 
giorni; quindi il numero degli anni domandati è dato dal rapporto di 24 

ore a 5°,48', 49", cioè dal rapporto |5f2? . cosicché possiamo dire che se 

in 80400 anni comuni intercaliamo 20929 giorni avremo ridotti gli anni 

. . . e . .. 80400 . . . 

comuni in anni solari. Siccome il rapporto ^ e espresso in termini 

un po' grandi, cerchiamo dei rapporti espressi in termini minori e che vi 

si accostino quanto è possibile. Riduciamo la frazione ^SJr in frazione 



continua col metodo del N. 429:- troveremo i quozienti incompleti 

4 7 1 3 1 16 1 1 15 
± 29 33 128 i(»l 2704 28(55 !>369 86400 
e quindi le ridotte 4 7 ^ 31 31 633 694 1349 20929 : 

ove si scorge che 1' ultima frazione è la proposta. Considerando queste 
ridotte si vede che la più semplice intercalazione è quella di 1 giorno in 
4 anni comuni, ciò che e il fondamento del calendario Giuliano ; ma che 
si avrebbe una maggiore approssimazione al vero intercalando solo 7 giorni 
in 29 anni comuni , e una ancor maggiore intercalando 8 giorni in 33 
anni, e così di seguito. Inoltre, siccome le frazioni ridotte sono alternati- 
vamente minori e maggiori della frazione proposta, l'inserzione di 1 giorno 
in 4 anni sarebbe troppo, quella di 7 giorni in 29 anni sarebbe troppo 
poco, quella di 8 giorni in 33 anni sarebbe troppo, e cosi di seguito; ma 
ciascuna di queste inserzioni sarà sempre la più approssimata nel mede- 
simo intervallo di tempo. 

Ora se si ordinano in due serie le frazioni minori e le frazioni maggiori 
della frazione data, vi si potranno ancora inserire diverse frazioni inter- 
mediarie per completare le serie; perciò fare si seguirà il procedimento 
del N. 137. Perciò, considerando in primo luogo le frazioni crescenti 

£ 33 161 2863 86400 
4 » 6 ' 39 ' 694 ' 20920 » 

che corrispondono ai quozienti incompleti 

4, 1, 1, 1, 15, 

si vede che a cagione dell'unità che è sotto la 2', la 3% la 4' frazione non 
si potrà collocare alcuna frazione intermediaria uè fra la 1" e la 2', nè 
fra la 2* e la 3% nè fra la 3* e la 4* (N. 136); ma siccome l'ultima frazione 
ha sotto di sè il numero 15 si potranno fra questa frazione e la precedente 
collocare 14 frazioni intermediarie, di cui i numeratori formeranno la 
progressione per differenza 

2865+5369, 2863+2.5369, 2865+3.5569. , 

e di cui i denominatori formeranno pure la progressione 

694+1349, 694+2.1349, 694+3.1349, 
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Iu tal guisa la serie completa delle frazioni crescenti sarà: 
_i_ 33 161 2865 8434 14003 19572 25141 
1> 8' W' 69i » 2043' 3392' 4741 ' 6090 ' 
30710 30279 41848 47417 52986 58555 64424 69693 
7439 ' 8788 ' 10137' 11486' 12835' Ì4184' 15533' Ì6§82' 

75262 80831 86400 
18231' 49580' 20929* 

E siccome l'ultima frazione è identica alla data, egli è chiaro che questa 

serie non si può spingere oltre. Quindi si vede che se non si vogliono 

ammettere che intercalazioni che pecchino per eccesso, le più semplici e 

le più esatte saranno quelle di 1 giorno su 4 anni, o di 8 giorni su 33 

anni, o di 39 giorni su 161 anni 

~ . , . . . 29 428 2704 5569 

Consideriamo ora le frazioni decrescenti —, , , ™ , 

a cui corrispondono i quozienti 7 3 46 4 ; 

Anzitutto, a cagione del numero 7 che è al disotto della 4* frazione, se 
ne potranno collocare 6 altre avanti questa, delle quali i numeratori for- 
meranno la progressione per differenze 4+1, 2.4-|-l, 3.4-J-4...., ed i deno- 
minatori la progressione 4, 2, 3....; parimente, a cagione del quoziente 3 
si potranno collocare fra la 4* e la 2* frazione due frazioni intermediarie, 
se ne potranno collocare 45 fra la 2* e la 3', a cagione del quoziente 46, 
e non se ne potrà intercalare alcuna fra la 3' e la 4', a cagione del quo- 
ziente 4. Di più, bisogna osservare che. siccome la serie precedente non 
è chiusa dalla frazione proposta, si può ancora continuarla quanto vo- 
gliamo, giusta quanto abbiamo detto in fine del numero precedente. Per 
ciò avremo la seguente serie di frazioni convergenti decrescenti: 

5 9 43 47 21 25 29 62 95 428 289 450 644 772 

1' 2' 3 9 T ' 5 ' 6 9 T ' 45 J 23' "34 ' 70 9 4Ó9' 148' 187' 

933 4094 1255 4416 4577 1 738 4899 2060 2221 2382 2543 

226' 265 - 304 ' 343 ' 382 ' 42T ' 460 ' 499 ' 538 ' "577 ' 616' 

2704 5569 91969 479369 351469 437569 

655 ' 4349' 22278' 43207 ' 85065 5 405994» ' 

le quali sono tutte maggiori della frazione proposta e se ne accostano più 

che qualunque altra frazione che fosse concepita in termini più semplici. 

Si può quindi conchiudere che se non si v offese aver riguardo che alle 

intercalazioni che peccassero per difetto, le più semplici e le più esatte 

sarebbero quelle di 1 giorno su 5 anni, o di 2 giorni su 9 anni, o di 3 

giorni su 13 anni, ecc. 

Nel calendario Gregoriano s'intercalano 97 giorni su 400 anni, quindi 

si scorge dalla precedente tavola, che si avrebbe una approssimazione 

molto maggiore all'esattezza intercalando 109 giorni su 450 anni. Se si ri- 

, . , . 400 , .Ai. ,. 86400 

duce la frazione ad avere per numeratore 86400, essa diventa ; 

ciò che supporrebbe l'anno solare di 365 giorni, 5 ore, 49', 42". In questo 
caso l'intercalazione Gregoriana sarebbe tu n'adatto esatta; ma siccome le 
osservazioni danno l'anno più corto di 23", egli è chiaro che dopo un certo 
spazio di tempo bisognerà necessariamente introdurre una nuova interca- 
lazione. Si potrebbe obbiettare che nella riforma Gregoriana si è fatto uso 
della determinazione dell'anno data da Copernico, la quale è di 365 pinrni, 

5 ore, 49', 20". Impiegando quest' elemento , invece della frazione sjinSo 

86400 510 aUì'Z» 
si avrebbe quest'altra : 2Ó96ò=j3f • Ma operando su questa come sulla 

precedente non si trova nè fra le ridotte nè fra le frazioni intermediarie 

400 

la frazione Gregoriana ^- , e la più approssimata a questa si trova essere 
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la frazione -j^- maggioro del vero, ma molto più vicina che la frazione 
Gregoriana. 

440. — Problema. — Trovare le più semplici e le più esatte espressioni 
frazionarie del rapporto della circonferenza al diametro. 

Nelle tavole del Kòhler troviamo questo rapporto jt espresso in frazione 
decimale con 141 cifre : se ci contentiamo delle prime 35 abbiamo il va- 
lore dato da Lodolfo Vau Ceulen, che è: 

tt=3,ì4159 26535 89793 23846 26433 83279 50288, 

e che si può scrivere sotto forma di frazione ordinaria, e quindi ridurre 
in frazione continua. Se facciamo la stessa operazione sullo stesso numero 
alterato nell'ultima sua cifra 8, a cui si sostituisca un 9 ? avremo un'altra 
frazione continua che avrà colla prima comuni i primi 34 quozienti in- 
completi, i quali saranno perciò esatti: questi quozienti sono: 

3, 7, 15, 1, 1, 2, 1, 3, 1, 14, 2, 1, I, 2, 2, 2, 2, 1, 84, 2. 1, 1, 15, 3, 13, 

1, 4, 2,-6, 0, J, 

. 3 22 333 355 
a cui corrispondono le ridotte j, j , ns, ^ > 

Formando, coi metodi esposti precedentemente, le due serie delle fra- 
zioni minori e delle maggiori di ~ abbiamo la seguente tavola: 

Froxioni crescenti minori di tt' 
3 25 47 69 91 413 1 35 157 179 201 223 245 267 

ì 9 8 » 18' fi' IH* 36 ' 43 ' 50 ' 57 ■ 64 ' 71 ' 78 ' 85 ' 

289 3H 333 688 1043 1398 1753 2108 
"92 » 99 9 106' 219' 339 ' 445 ' 558 ' 67! ' 

Frazioni decrescenti maggiori di n\ 

4 7 IO JS 16 « 22 355 104348 
1 1 2 ' 3 9 4 » 5 ' 6 ' 7 ' 113 ' 3345 ' 

144. — Una frazione continua dicesi periodica allorché un gruppo 
di quozienti incompleti si riproduce infinite volte nello stesso or- 
dine. Sulle frazioni continue periodiche abhiamo i seguenti 3 teoremi. 

Teorema 1° — Una frazione continua periodica è eguale a una 
radice d'un' equazione di i° grado a coefficienti razionali. 

1° Sia la frazione continua periodica (A) F=wH ■ — ^ 

Noi avremo F— m= — - — ^ , *H ^ 

' n-f- 



m w | * ■ * • 

\ 

ossia ^— m ~ n _^_Y_ m > dalla quale si ricava 

F»— (2m— n)FH-m f — ron— 1=0, (1) 

e quindi 

v= ^ ± Y^±n^n _ w . + M> , + 7 = 8m -» ±lWl 
donde 

Abbiamo preso il segno -4- perchè prendendo l'altro segno non 
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avressimo più avuto la frazione continua proposta la quale è mag 
giore dì m. La formola (2) dimostra il teorema. 

2° Sia la frazione continua periodica F=tiH ! — - , 

1 



sarà F-m= 1 . = , 
donde wF*— (2ron— np)F-Hn*n— mnp— j)=0, e quindi 



ossia 



Egli è facile estendere questo procedimento a una frazione con- 
tinua periodica qualunque, ma noi preferiamo di darne diretta- 
mente la dimostrazione generale. 

Sia la fraz. cont. periodica F=a,+ ~ 

1 



e sia «6,+^ ».+ £p 

-ì- la parte periodica; — i— , 



avremo evidentemente 

F -^^r -B5+E^\ (a) 



1 



IwP-f-K*— 



Dalla (a) ricaviamo a:(B w F— A„)=A w _ l — B m -iF, onde 

A„_i— B^F 
B„F-A„ ' 
Sostituendo questo valore nella (j?) avremo 

A w _i— B w _iF |r 
A-^-B-,^*' B.F-A. +Kw - 1 
B W F— A w " A^-i— B„_iF ~Z 

IJ„r — A* 

dalla quale si ottiene agevolmente 

(A.-i-B w _ 1 F)[H < ,(A*-i-B«-iFH-H„- 1 (B 1 .F— A«)] 
=(B w F~A w .)[K«(A jB - 1 -B,_iF)4-K^ 1 (B w F-A )W )]. 



(7) 



Digitized by Google 



m 

Ponemlo 

2H,A w _iB )M .i-h2K»- 1 A w B w -(H«.i-hK„)(A w _iB w -hA w B M -i)=:N, 
H,A»^i-K^ 1 A« >l -f.(K w -IUi(A w A^i=P, 
l'equazione (y) diventa evidentemente MF*— NF-hP=0, donde 



r ""2M— " 4M' M' 



che è ciò che si voleva dimostrare. 

142. — Teorema 2° — La quantità irrazionale Va'+i si può 

sempre trasformare in una frazione continua periodica se a è un 

numero intiero. 

» \ 

Infatti ro , -hi>a, quindi possiamo porre r a f -M=tìH , da 

1 x 

cui si ricava s= ; moltiplicando i due termini della fra- 

Va' -hi -a r 

zione per j/ rt »_|-i-Ha, avremo awi-WV-H =o-HH- -=2a-h - ; 

a. a: 

donde segue che il quoziente 2a si ripete periodicamente. 

Questo teorema non è che un caso particolare del seguente. 

Teorema 3° — Qualunque radice irrazionale d'un' equazione di 
2° grado a coefficienti razionali si può sviluppare in frazione con- 
tinua periodica. 

La seguente dimostrazione è tratta dal Trattato d'Algebra di 
Lefebure Fourcy. 
Un' equazione di 2° grado si può sempre mettere sotto la forma 

aW+Qbx—a=Q, (1) 

essendo a', a, b numeri intieri positivi o negativi. Ricaviamo una 
radice da questa equazione; per es.: 



b+Vb'+aa 



7 



r— ' » 

e supponiamo che questa radice sia positiva ed irrazionale, dico 
che essa si può sviluppare in frazione continua periodica. Sia infatti 

m la parte intiera di j, poniamo x=nH- -j , avremo 

1 b±V^^3 _h—a'm-+-Vb*-\-aa 
¥~~ a' ~ m ~ a' ' 

donde 

^ oJ_ ^ a\-b\dm+ Vb % +aa f )_ dm-b\Vb % \a* 

"~b-dm+Vb'+aa f ~ (b—dm^—^-^-ad) "—a'm'-hVbm-Hi 9 

poniamo dm— 6=//, — a'm'+%m-ha=za" y e sostituiamo: avremo 

(S) 

a 

Osserviamo che essendo dd f ~(b*+ad)-b'\ sarà b'+dd'^P+ad. 
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Chiamando m' la parte intiera del valore (3) di a/, sarà x'=m'-h-p , e 

ripetendo i calcoli precedenti si troverà x" ^ J lt ~*~ aa , essendo 

V'^'m'—b', a w =-a n m"+ab'm'+a' , e quindi 

(a) b'' t ^ f a m =b ,x -Hi'a"=b % +aa' ; 

se chiamiamo m ff la parte intiera di x" e continuiamo il ragiona- 
mento troviamo 

j * 



m-, 

m '-K.. 

I primi termini della serie delle quantità a, a', a ", a' 7 ',.-, possono 
essere positivi o negativi, ma al di là d'un certo termine essi 
avranno tutti lo slesso segno ; per dimostrare questo mostreremo 
che le quantità x' t x",.... si possono tutte dedurre direttamene 
dalla prima. Supponiamo che x, a/, x* 1 siano tre espressioni con- 
secutive qualunque, le cui parti intiere siano rispettivamente m, 
m' 9 m": allora questi numeri saranno tre quozienti incompleti della 

frazione continua (4). Per conseguenza se q > sono le ridotte 

corrispondenti ad m e m', il valore esatto della frazione continua 
sarà 

W^TQ" a' ' (5) 

Quest'equazione deve dare per x" il valore ^ , per le 

(a). Risolviamo perciò la (5) rispetto ad x", noi otteniamo 

donde 

j t= a'P— bQ-QVb'+aa' ^ 

e quindi 

(bW-a'Vy-Q'W+aa') 

dalla quale si ricava 

a'P"-2&P'Q'-a(r 

Ma per la teoria delle frazioni continue FQ— PQ'=±:i, secon- 

dochè la ridotta ^ è di posto pari od impari. Se si avesse — 1 si 

cangerebbe di segno il nu meratore e il denominatore perchè la 
parte irrazionale fosse -H^+aa 7 . Per fissare le idee supponiamo 
che si abbia FQ— PQ'=1, allora sarebbe 
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-+-aa' 

_J a'F»- »PV— aQ" 

raa ^» i dunque a"'=aT^~2^P^'-aQ' 1 . Se si 

a 

Ibsse calcolato nello stesso modo il valore di *' il moltiplicatore 

di VP-t-aa' sarebbe stato di segno contrario a quello che si trova 
nel valore di x", e perciò, come abbiamo detto di sopra, si sa- 
rebbero mutali i segni del numeratore e del denominatore, e ^ in j*j 

si avrebbe avuto a"=— a'P*4-2&QP-HiQ*. Le due ridotte 

comprendono fra di loro il valore di x t e quanto più è avanzato 
il loro posto tanto minore è la loro differenza, di guisa che questa 
differenza si può rendere piccola quanto si vuole. Ora le due ra- 
dici dell'equazione (1) essendo diseguali (che altrimenti esse sa- 

P P' 

rebbero razionali), si può supporre che le ridotte ^j-, siano 

slate scelte in modo che non sia fra loro compresa la seconda ra- 
dice dell'equazione (1). Chiamiamo x x la radice di cui si è trattato 
finora, e x t la seconda radice, il primo membro della (i) si può 
mettere sotto la forma a f (x— x x )(x— x t ). L'una delle ridotte è mag- 

Siore di e l'altra è minore di ma sono tutte due maggiori 
i x t per ipotesi, dunque se noi le sostituiamo successivamente in 
luogo di x nel prodotto precedente, si dovranno trovare due ri- 
sultati di segno contrario, dunque lo stesso succederà sostituendole 
nel primo membro dell'equazione, cioè le due quantità 

a'P* ol P a'P" OJ P' * 

U 5 Q" ~~ a ' TF Q' ~~ a 

devono essere di segno contrario. Quindi se noi cangiamo i semi 
della prima e le moltiplichiamo rispettivamente per Q', Q", le due 
quantità che risultano — a'PM-2&P(M-aQ«, a'P'*— 2òP'Q'— aQ" sa- 
ranno dello stesso segno. Queste due quantità non sono altro che 
a" e a'", dunque a" e a'" sono dello stesso segno; la stessa con- 
clusione si applica alle quantità analoghe che vengono dopo a!'\ 

giacché nelle nostre ipotesi tutte le ridotte che vengono dopo -g- 

sono tali che due qualunque successive di esse comprendono sempre 
x x e non comprendono x t . Dunque nella serie delle quanti: à a, 

a', a", si è sicuri di trovarne una a partire dalla quale esse 

saranno tutte dello stesso segno. 

Ciò posto, poniamo ò , -Haa'=6"-ha'a"=//' , -4-a' / a'"= =R. 

Siccome le quantità a, a', a",.-- a partire da un certo posto sono 
tutte dello stesso segno, i prodotti aa', aV, a" a"' devono allora 
essere costantemente positivi , e quindi per le eguaglianze prece- 
denti a partire da un certo posto i numeri 6', <*">•••» 
astrazione fatta dal segno, dovranno essere compresi fra certi limiti. 
Quindi segue che mettendo nelle espressioni di x, x\... fuori del 
radicale l ft , al numeratore ed af denominatore delle quantità 
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comprese fra questi limiti, non si potrà avere che un numero li- 
mitato di valori. Dungue fra i valori di x' y a^,... ve ne debbono 
essere di ouelli che si ripetono. Se per esempio si suppone che al 
di là di x*' si trovi un valore eguale ad x n si sarà certi di trovare 
ancora nel medesimo ordine gli stessi valori che sono succeduti a 
x''. Dunque anche i termini della frazione continua che sono slati 
dedotti da x" e dai seguenti valori dovranno riprodursi. Egli è poi 
evidente che questi termini debbono riprodursi periodicamente sino 
all'infinito; dunque finalmente la frazione continua eguale alla ra- 
dice (2) dev'essere periodica. Ciò che dovevasi dimostrare. 

143. — Le frazioni continue ci forniscono un procedimento per 
risolvere in numeri intieri l'equazione indeterminata 

ax+by=c, . (1) 

in cui a, b, c sono numeri intieri dei quali i due primi non hanno 
alcun fattore comune. Sviluppiamo la frazione irreduttibile -r- in 
frazione continua, e sia -p la penultima ridotta sarà 

a a!_ ab' — a'b 

b b'-~ W 

ma ab'— a f b=zt\, quindi moltiplicando i termini di quest'egua- 
glianza per ±z si ottiene a(±b'c)+l>(^za'c)=c. Dunque i valori 
x=ctb f c t y=c^a'c soddisfanno alla (1), quindi per la teoria del- 
l'analisi indeterminata soddisfaranno pure alla (1) tutti i valori di 
x e y della forma x=^ìzb f c — bi, y=z+:ac-hat t essendo t un nu- 
mero intiero qualunque. Si abbia p. es. l'equazione 341 x — 78y=301 : 
riducendo la frazione 3il /78 in frazione continua, si trovano i quo- 
zienti 4, 2, 1, 2, 4, 2 a cui corrispondono le ridotte 4 /i> 9 /a> 13 /s> 
35 /s> l53 /s5, 344 / 78 - Ora 341.35-153.78=1. Dunque i valori gene- 
rali di x e di y sono s=301.35+78f, y=301. 153+341/; ossia 
*=16535+78<, i/=46053+341*. Ma 

10535=78.1354-5, 46053=341.135+18, 

e quindi ar=5+78(H-1 35), t/=1 8+341 (H-1 35), e siccome / è un 
numero intiero qualunque, i valori generali di x e y saranno 

.r=5-+-78<, t/=1 8+341/. 



CAPITOLO XVII. 

SULLE FUNZIONI ALGEBRICHE INTIERE E LORO DERIVATE. 

144. — Una espressione algebrica si chiama funzione di una 
quantità, se attribuendo a auesta diversi valori, l'espressione as- 
sume anche diversi valori. Questa quantità si chiama la variabile 
della funzione. Così l'espressione i/=4r'— 7x+8 è una funzione 
della variabile x. Possono darsi infinite funzioni d'una stessa varia- 
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bile, edesse si distinguono ordinariamente coi simboli F, # f, 

affetti anche da diversi indici ed anche talora con altre lettere se- 
guite dalla variabile chiusa fra parentesi. Cosi nell'esempio prece- 
dente si può porre y=F(x) essendo F(x)=&x* — 7z-f-8. Un'espressione 
algebrica può essere funzione di due o più variabili e allora si 
rappresenta coi simboli F(x, y), F(x, y, z, ttj,..., secondo le variabili. 

si chiama funzione algebrica un polinomio intiero o frazionario, 
i cui termini però non contengono che un coefficiente numerico 

0 costante moltiplicato per una potenza qualunque delle variabili. 
Se questa potenza è intiera, la funzione si chiama razionale, nel 
caso contrario irrazionale; e se le variabili non entrano in alcun 
denominatore, cioè se la funzione è un polinomio algebrico intiero 

1 cui termini siano potenze intiere e positive delle variabili molti- 
plicale per quantità determinate e costanti la funzione si chiama 
intiera. Così l'espressione — lx-\S è una funzione algebrica in- 
tiera della variabile x. In generale una funzione algebrica intiera 
d'una sola variabile x si può sempre mettere sotto la forma d'un 
polinomio di grado ni ordinato secondo le potenze decrescenti di x: 

P=A 0 #*+A l a~- 1 H-A t z»~ 2 -K ..-HU-tfH-À. ; (1 ) 

le lettere A 0 , A., A,,..., A 

m — 1 ì A ih rappresentano quantità costanti 
e determinate, le quali, eccettuata la prima, possono essere tutte 
od in^parte eguali a zero. 11 numero intiero m costituisce il grado 
della funzione. 

145. — Diamo ad x un accrescimento h, allora il polinomio P 
prenderà un accrescimento k, ed avremo 

P+A-==A o (^) w +A l (aH-/0 w - 1 +A f (iH-/0"'- 2 +. . . +A— i(x+h)+\ m , 

cioè sviluppando le potenze dei binomi, 



V+k = A 0 x w m A 0 x m ~ l 
H-Ai^"- 1 -Km — 1 )A,iC"~ s 
-f-A^r"- 2 4-(m— 2)A^- 3 



-h m(m — 1 ) (m — 2)A 0 ^~ 3 
-+-(w— \)(m— 2)(m— 3)A,a^-^ 



h-\- m (m — 1 ) A 0 x*-* 
(m— 1 )(m— u 2)X l x m ~ 3 
(m— ! £){m—3)li t x'"- i 

h 1 



1.2 



1.2.3 



-h -hA 0 /r 



H- (m— 2)(m— 3)(m— 4)A,x w - 

I 

Poniamo 

A^-4-A,.^- 1 4-A^ w - 9 -h. . .H-A„_i x+\ m =.F(.r\ 
mAo^— 1 H-(m— 1 JA.s*-* H-(m— 2)A,.r w - 3 -K . .=F'(;r), 

m(m— 1)A,,T w - 2 -4-(m— 1)(m— 2)A 1 tf— 3 -f- =F"(x), 

m{m-\ )(m— 2)A^- 3 1 )(m— 2)(m— 3)A t ^- 4 -K . .=F'''(a?) f 

1.2.3.. .'. .'(m— 1 )mÀ^"==F« w j (i), 

e sostituiamo nello sviluppo precedente, avremo: 

F(H-/0=F( J )+AFX J )+^F'X^+^F''X^)+..+ r ^ 5 F<-)(.r)(2). 
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I polinomi F'(#), F"(x),... si,chiamano il primo, il secondo,... 
polinomio derivato di F(#), perchè l'uno deriva dal precedente colla 
seguente regola semplicissima: — Si moltiplichi ciascun termine 
per F esponente di x di esso termine e quindi si diminuisca questo 
esponente di 1. L'm"""° polinomio derivato è una quantità indi- 
pendente da x, quindi i polinomi derivati d'ordine superiore sono 
tutti zeri. 

Esempio. — Sia P=/tx i —5x 3 —%x 2 —3x+i=F(x). Sarà 

F'(x)=\Qx*-iòx*— fa— 3, F/ / (a:)=48x t — 30.r-4, 
F'"(s)=96,r-30, F"(*)=96. 

Quindi 

F(x+h)=4x<— 5a 3 — 2**— 3z-H H-(1 6^—1 5**— kx— S)h 

Quindi se suppongo /iz=l avrò riducendo: 

F(aH-1 )=4rM-1 1 tf+lx*— 6x— 5. 

146. — Teorema. — Una funzione algebrica intiera d'una va- 
riabile è una funzione continua. 

Una funzione sì dice continua quando prende un aumento piccolo quanto 
si vuole dando alla* variabile un aumento sufficientemente piccolo. 

Dalla (2) ricaviamo 
F(aH^)-F(^ 

Ora se x è finito i polinomi F'(#), F" (#),... sono finiti, e quindi 
i prodotti hF^ix), h 9 F f "(x) y ... si possono rendere piccoli quanto si 
vuole dando ad h un valore sufficientemente piccolo, e quindi la 

somma dei termini ^F ,f (x), j-^F"'(a;),... si può supporre eguale 

ad una quantità variabile £ che si può rendere piccola quanto si 
vuole, e allora V eguaglianza precedente diventa k=h{F f (x)-r^)- 
Ma siccome F r (x) è una quantità finita, facendo h piccolo sufficien- 
temente, il 2° membro di quest'eguaglianza può ridursi piccolo 
quanto si vuole, dunque anche k può divenire piccolo quanto si 
vuole. 

Corollario 1° — Dalla (3) segue che si può attribuire ad h un 
valore cosi piccolo da far dipendere il segno di k da quello di 
hF'(x), e quindi se h è positivo il segno di k sarà quello di F'(x)> 
dunque: — Se per un certo valore di x il primo polinomio derivato 
d'una funzione intiera è positivo t la funzione cresce col crescere 
di x, ti contrario avviene se il primo polinomio derivato è nega- 
tivo. Così nell'esempio precedente, se faccio x=1 si haF'(#)=— 6, 
dunque dando ad h un valore positivo sufficientemente piccolo, 
sarà F(1-r-/i)<F(1). Ma se faccio *=2 si ha F'(2)=53, dunque 
F(2-Mt)>F(2). 

Corollario 2° — Se due quantità a e J3 sostituite in luogo di 
x in una funzione intiera fanno prendere a questa funzione due 
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valori di segno contrario, esisterà un certo valore di x compreso 
fra * e fi che annullerà la funzione. Infatti la funzione essendo 
continua non potrà passare da un valor positivo ad un valor nega- 
tivo senza passare per tutti i valori intermedi e quindi anche per 
lo zero, e perciò se supponiamo a <j3, facendo crescere x dal va- 
lore oc sino al valore fi si troverà un valore di x compreso fra 
a e fi che farà prendere alla funzione il valore zero. 



CAPITOLO XVIII. 

SULLE EQUAZIONI ALGEBRICHE INTIERE E LORO RADICI. 



147. — Dicesi equazione algebrica intiera Y eguaglianza d'una 
funzione algebrica intiera a zero. Noi considereremo solamente le 
equazioni algebriche intiere ad una sola variabile, cioè le equazioni 
della forma \ 0 x M +k l x m - ì +\ t x m ~*+...+\ m „iX+\ m =$, essendo 
Ao» Ai» A|, . . . , A«i_i , A* quantità determinate; il numero m deter- 
mina il grado dell'equazione e quindi A 0 non può essere zero se 
l'equazione è di grado m. Possiamo perciò dividere tutti i termini 
dell'equazione per A 0 e porla sotto la forma tipica 

(1 ) x^+Px™- 1 -f-O-r"- 2 . . -+-T.r+U=0. 

Si dimostra nelle matematiche superiori che esiste sempre un va- 
lore di x reale od immaginario che annulla il 1 9 membro della (1), 
quindi noi ammetteremo il seguente 

Postulato. — Ogni equazione algebrica ammette una radice 
reale od immaginaria. 

148. — Teorema. — Se a è una radice dell'equazione (1), il 
i° membro è divisibile per x — a. 

Infatti chiamiamo F(x) il 1° membro della (1), Q il quoziente ed 
R il resto della divisione di F(x) per x— a, avremo F(#)=Q(j: — a)-l-R. 
Siccome il divisore a è ai primo grado rispetto ad x, R sarà 
indipendente da x: ora per x=a si ha F(#)=0, Q(x— a)=0, quindi 
sarà R=0. 

Altra dimostrazione. — Noi possiamo scrivere V(x) sotto la se- 
guente forma 

oz-w a--HP(^- 1 -a— 1 )-HK**- 2 -a— 2 )+■ ■ .H-T(x— a) 
(-Hi"H-Pa— 1 -+-Qa w - 2 -h...-hTa-hU. 

Ora dividendo i termini della 1 a linea del 2° membro di questa 
equazione per x—a non si hanno resti (numero 28), e la 2* linea 
è un polinomio indipendente da dunque è il resto della divisione 
di F(x) per x — a, ma se a è radice della (1) questo polinomio è 
identicamente nullo, dunque F(#) è divisibile per x — a. 

Corollario 1° — Un'equazione algebrica di grado m ammette 
m radici. 
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Sia a la radice che deve avere l'equazione (1) giusta il postulato 
premesso, pel teorema precedente avremo 

F(x)=(x-a)(x»~ l H-P,*"^ 8 H-Q^- 3 ■+-. ..-f-T^c-f-U,). 

Ora esiste un valore b di x che annuHa il polinomio xr~ x +P 1 af*- 2 4% . , 
dunque questo polinomio è divisibile per x— b, e quindi sarà 
F(x)=(x^a)(x--b)(x m - 3 ^? t x m - 3 -+-...)• In modo analogo si di- 
mostra che il polinomio x m ~ 2 -HVc"- 3 -f-... è divisibile pel fattore 
x— c, essendo c un valore di x che annulla il polinomio, e cosi 
seguitando finché si pervenga ad un quoziente di primo grado 
x—l, avremo 

F(x)=(x-a)(x— &)(*— c). . . (x— 0, (2) 

e siccome ad ogni divisione il quoziente diminuisce d'un'unità nel 
grado e F(x) è di grado rw, le quantità a, 6, c,... saranno m, e 
siccome per la (2), facendo x eguale ad una qualunque di esse, 
F(x) si annulla, esse saranno tutte radici della (1). 

Corollario 2° — L'equazione di grado m non può avere più 
di m radici. Infatti se diamo ad x un valore diverso da a, 6, c,... y l, 
nessuno dei fattori del 2° membro della (2) si annulla e quindi 
neppure il loro prodotto F(x). 

149. — Teorema. — Se il 1° membro della (1) e un polinomio 
completo di grado m in x: 1° La somma delle radici dell equazione 
medesima è eguale e di senno contrario al coefficiente del secondo 
termine; 2° La somma dei prodotti delle radici 2 a 2 è eguale 
e dello stesso segno al coefficiente del terzo termine; 3° In generale 
la somma dei prodotti delle radici n ad n è eguale al coefficiente 
dell' (n-M)" 0 termine collo stesso segno o col segno contrario secondo 
che n è pari od impari: cosiccliè il prodotto di tutte le radici è 
eguale all'ultimo termine dell'equazione collo stesso segno o col 
segno contrario secondo die il grado dell' equazione è pari od impari. 

Questo teorema è un corollario della formola (1) del numero 80; 
giacché si ricava da essa lo sviluppo della (2) del numero prece- 
dente cangiando P in F(x) e mutando di segno a tutte le lettere; 
allora cambiano di segno i prodotti d'un numero impari di lettere, 
e mantengono lo stesso segno quelli d'un numero pari di lettere. 
Le formole (5), (6) del numero 120 non rappresentano che un caso 
particolare di questo teorema. 

Corollario. — Se nell'equazione (1) manca il termine OH-l)* 0 , 
sarà nulla la somma dei prodotti p ap delle radici dell'equazione. 

150. — Teorema. — Se i coefficienti dell'equazione (1) sono reali; 
e se l'equazione ammette una radice immaginaria a-4-j3j/~T, essa 
ammetterà anche la radice coniugata a — fi}/— E. 

Chiamiamo a la prima radice, il quoziente di F(x) per x — a, 
sarà della forma A-hBj/— Ì; e quindi avremo 

F(*)=(A+Bl^)(*-a-Pi/^) = A(a-a)+Bj3+[B(*^)-A^jK^ ■ 

Ora siccome F(x) non ha termini immaginari, quest'eguaglianza 
non può sussistere se non è B(x— a)— A/3=0, e allora risulta 

F(*)=A(*-a)+B£. (3) 
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Ora se cangiatilo j3 in — j?, pel corollario del teorema 4° del nu- 
mero 125, B si cangia in — fe, e quindi non viene alterato il se- 
condo membro della (3),_e_ quindi neppure il primo e perciò avremo 
ancora F(x)_=(A— Bf/— i) (x — a-t- fiy^ì) e quindi il valore 
r=a— annulla ¥(x) ed è perciò radice della (1). 

Corollario. — U radici immaginarie d'un' equazione algebrica 
intiera a coefficienti reali sono in numero pari, e il primo membro 
dell'equazione si può scomporre in tanti fattori reali di primo 
grado quante sono le radici reali, e tanti fattori reali di secondo 
grado quante sono le coppie di radici immaginarie. Difatti se 
•+J9|^-T e cc—fiy—i sono due radici della (1), il primo membro 
conterrà il fattore a; — (oH-j3j/_i ) ed il fattore x— (a— fij/~i) f e 
quindi il fattore di secondo grado 

a— £ J/=T) (* - <H-j3j/=Ì )=(* - a)M-£*. 

151. — Prorlema. — Data l'equazione (1) trovare un' altra 
equazione che abbia le stesse radici col segno contrario. 

Poniamo r= — y e sostituiamo nella (1 ), V equazione risultante 

avrà evidentemente per radici »/= — a, y=—b, y= — c, , se 

a, b y c, sono le radici della (1). Ora il porre x=—y equi- 



Per mantenere positivo il primo termine dell'equazione quando 

Suesta è di grado impari, dopo aver fatta l'operazione precedente 
ovremo cambiare tutti i segni, il che equivale a cangiare di segno 
nella equazione proposta tutti i termini che contengono potenze 
pari dì x; per es. : se l'equazione x* — 4#M-5* 2 — 9x-h7=0 na per 
radici a, b, c, d, e, l'equazione x 5 -h4r 4 — 5#* — 9x — 7=0 avrà per 
radici —a, —6, — c, — d, —e. 

152. — Prorlema. — Data V eqxiazione (1), trovare un'altra 
equazione le cui radici siano eguali a quelle della (1) diminuite 
della quantità h. 

Poniamo y=x — h t cioè, x—y+h, e sostituiamo nella (1); questa 
diventa (y+h)" +f>( y +h)>»-i -+-Q(y+/j.)— 2+... -4-T(v-f-/04-Ù=0, 

cioè sviluppando 



(4) y m " Hnh 

-4-P 



¥ 



1 I • • • • • 

H-TA 
-f-U 



Quest'equazione è quella domandala. 

Esempio. — Se vogliamo diminuire di 3 unità le radici della 
equazione x* — 2# 3 — 4rM-8=0, poniamo /<=3, P= — 2, Q=— 4, 
T=0, U=8, m=4, e allora la (4) diventa tf+ly*-+-\\y*— 3y— 1=0. 

Corollario. — Colla forinola (4) noi possiamo risolvere il se- 
guente 

Problema. — Eliminare un termine dell'equazione (1). 
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Facciamo la trasformazione del problema precedente, lasciando 
h indeterminato ; quindi se vogliamo che 1' equazione manchi del 
primo termine, cerchiamo il valore di h che annulla il coefficiente 
del primo termine dell' equazione (4). Ora questo coefficiente è 

m(M—i)...(m—)H- < ì) hn _ ì , (m— t)(w—2)...(m— yH-2) ni „_ 9 

1.2...(p-l) ~ i 1.2...(p-2) W 

^( m— 2)(m-3). . . (m - p-h c 2) ni , D „, , 

+ ruHi Q/i • • • 

Quindi per trovare il valore di h che annulla questo polinomio, 
dobbiamo risolvere un'equazione di grado p—\, e quindi esistono 
p — 1 valori di h che risolvono il problema; e se si volesse elimi- 
nare l'ultimo termine dell'equazione, dovremmo risolvere l'equazione 
ir -HP/r- 1 +Qh m - 2 -h.. : —0 che è identica alla (1). 

Colle nozioni che abbiamo possiamo eliminare solamente il se- 
condo ed il terzo termine. Per esempio : per eliminare il secondo 

termine dobbiamo risolvere l'equazione wiA-f-P=0, la quale ci da 
p 

fc= — — , cioè : — Per eliminare il secondo termine d'un' equazione 

si sostituisce alla variabile un'altra variabile aumentata del coeffi- 
ciente del secondo termine col segno contrario diviso pel grado del- 
l'equazione. Cosi se si vuol eliminare il secondo termine dell { equazione 

x*~\-ke*— 3x-+-8=0, si ha m=8, P=4, e quindi h=— A , e quindi 

107 45^ 

ponendo ancora T=— 3, U=8, la (4) diventa y' W y '*~Wf — ®- 

Se vogliamo eliminare il terzo termine dobbiamo risolvere l'equa- 
zione di secondo grado m( ™ ! V ^m-1)Pft+Q=0 , da CUI SI 
ricava * 



-10=0, e qu i„di / t =--WI! 50 
P_ 1 



m m(m— 1) ' in V m * w ( m __i)' 

ossìa 



m m(m — 1) 
ossia ancora 



V(m— 1)*P«— 2w(w— 1)0, 



Dunque affinchè la trasformazione sia possibile con coefficienti 
reali bisogna che sia h reale, cioè che sia (m — 1)P* — 2wiQ>0. 

In generale con questo metodo non si può eliminare che un 
solo termine; poiché, affinchè si possano eliminare n termini in 
una volta, è necessario che uno stesso valore di h soddisfaccia ad 
un tempo ad n equazioni ad una sola incognita, il che in gene- 
rale è impossibile. Nè si possono eliminare successivamente, per- 
chè supponiamo che un certo valore h abbia ridotto l'equazione 
(4) alla forma y m -j-Q t y' n ~ 2 =0 priva del secondo termine. 
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Facciamo y=z-\-k c sostituiamo, avremo 

. . m(m — 1),» 
P+mh!*- 1 H ^ — A* 

+0, 

c ricompare il secondo termine, poiché il valore di k che annulla 
il coefficiente del terzo termine deve soddisfare alla equazione 

1 ) f. t ^_Q = Q^ e p erc j 0 non p U0 essere zer o a meno che sia • 

Q 1 ==0, nel qual caso non avevamo bisogno di fare 1' ultima tras- 
formazione. 

153. — Problema. — Trovare un'equazione le cui radici siano 
eguali a quelle della (1) moltiplicate per una quantità k. 

Poniamo y=kx, onde x= \ ; sostituendo questo valore nella (1) 



k 

essa diventa 

£+Pj^ +Qp^+ +Tf+U=0. 

Moltiplichiamo lutti i termini di quest'equazione per k*, otte- 
niamo tr-f-PA-i/"- 1 -hQ/c'//— 2 -K . .+T/v w - 1 -f-UA w =0. Quest'equa- 
zione è quella domandata, e si ottiene direttamente dalla (i) mol- 
tiplicando il i°, 2°, 3°,.... termine di questa rispettivamente per 
k a f k* , /c*, . . . 

Corollario. — Si applica questo problema a trasformare una 
equazione che ha coefficienti frazionarii in un'altra i cui coefficienti 
siano intieri. Infatti, se poniamo k eguale al minimo multiplo di 
tutti i denominatori, tutti i coefficienti PA, Q**,... saranno intieri. 

154. — Teorema. — Si può sempre trovare un valore L di x 
tale che renda il primo membro della (4) positivo. 

Sia — R il maggior coefficiente negativo dell' equazione (1) c 
consideriamo la funzione 

<p(x)^x m —R(x m ' 1 -+-x w * -Hr"- 3 -K . .-hr-H ). 

Siccome la parte positiva di <P(x) non è maggiore di quella di F(x) 
e la parte negativa di <p(x) non è minore di quella di F(x) y se un 
valore di x rende positivo renderà anche positivo F(.r). Ora 

. r -.-i +x m-2 + . < . 4 . t j H . i== ^=_ 9 e quindi R^Ef » 

cioè 



)= g^g)±g , («) 



Ora se facciamo x=R-M si ha $(*)=— 1= =1, quantità positiva; 

dunque .t=L=R-4-1 rende F(x) positivo. 
Osservazione. — Se il primo termine della (1) non è subito sc- 

§uito da un termine negativo, si può trovare un valore di L minore 
i Rh-1. Supponiamo che il primo termine negativo contenga la 
potenza a*"-' della variabile, la funzione 
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soddisfa alle stesse condizioni che abbiamo accennate riguardo alla 
funzione quindi il valore di x che rende $(x) positivo, ren- 
derà positivo anche F(x). Ora 

rw-M-l 1 

S—F+tf— -j-x-h1 = - t— , 

X — 1 

quindi ){x)^-li*?^^ , ossia 

^ i , dunque il valore di x maggior 

di 1 che renderà 

*,-i(*_1)_ R> 0, (/3) 
renderà — r , cioè positivo, e quindi anche F(x) positivo. 



Ora la (?) sarà soddisfatta per quel valore di x che soddisfarà 
all'eguaglianza (7) (x— l)*- 1 ^— 1)— R=0, perchè il primo membro 
della (r) è minore di quello della (£). Dalla (y) ricavo (x— 1)>=R, 



j/R-M, dunque il valore x=L=j/R-H rende F(x) positivo. 
Ter esempio, 11 primo membro dell'equazione 

• x 5 -+-7x«— 29* 3 -h50x«— 1 50x+80=0 

è reso positivo dal valore x=15l. Ma se si ha riguardo al posto 
che occupa il primo termine negativo — 29x 3 , si trova un valore 
molto più piccolo; nel nostro caso essendo m=5, m—p=3 sarà 

p=2, e quindi il valore x=J/150-H=U per eccesso renderà il 
primo membro dell'equazione proposta positivo. 

Il numero L si chiama il limite superiore delle radici positive 
dell'equazione (1), perchè nessun valore positivo di x maggiore 
di L può esser radice dell'equazione. Difatti qualunque valore di 
x maggiore di R-hl rende il secondo membro della (a) positivo, 

e qualunque valore di x maggiore di l'K-f-l rende soddisfatta la 

155. — Teorema. — Un equazione algebrica di arado impari 
ha almeno una radice reale di segno contrario all'mtimo termine. 

Supponiamo in primo luogo l'ultimo termine negativo. Se fac- 
ciamo x=0, il primo membro dell'equazione si riduce all'ultimo 
termine, dunque è negativo; ma se facciamo x eguale al limite 
superiore L delle radici positive dell'equazione, il primo membro 
diventa positivo : dunque, pel corollario 2° del N. 146, esiste un 
valore di x compreso fra ó ed L, cioè positivo, che annulla il 
primo membro aell'equazionc. 

Se l'ultimo termine è positivo, cangiamo x in — x, per la se- 
conda parte della soluzione del problema del N. 451, si avrà una 
trasformata il cui ultimo termine sarà negativo, la quale avrà 
per ciò una radice positiva, ma le radici della trasformata sono 
eguali e di segno contrario a quelle della proposta, dunque la 
proposta avrà una radice negativa. 

156. — Teorema. — Un'equazione algebrica di grado pari, il 
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cut ultimo termine è negativo, ha almeno due radici reali, una 
positiva, l'altra negativa. 

Infatti, se facciamo x=0, il primo membro è negativo, e se 
facciamo x=L, il primo membro è positivo, dunque l'equazione 
ha almeno una radice positiva compresa fra 0 e L. Cangiamo 
x in — x nell'equazione, si avrà una trasformata il cui ultimo ter- 
mine sarà ancora negativo (vedi prima parte della soluzione del 
problema del N. 151), e la quale perciò avrà una radice posi- 
tiva, quindi l'equazione proposta avrà una radice eguale negativa. 

Corollario. — Un'equazione le cui radici siano tutte immagi- 
narie dovrà essere di grado pari, ed avere V ultimo termine po- 
sitivo. 

La proposizione reciproca però è falsa. 



CAPITOLO XIX. 

EQUAZIONI BINO MIE. 

157. — Diconsi equazioni binomie le equazioni algebriche della 
forma ax w ±:6=0 (l), essendo a e b due quantità determinate 
e conosciute. Dividendo i termini di questa equazione per a otte- 
niamo arzt^-=0 (!')• Sia a la radice m" ima di -, saràa*=-; 

a v a f f a 

poniamo x=xy e sostituiamò nella (1 questa diventa a. m y m dz~—O y 

a 

ossia y*±\=0 (2). 

Quest'equazione ne abbraccia due: (2') y m — 1=0, (2") j/"*H-1 =0. 
Dunque quando noi avremo trovate le radici dell'equazione bino- 
mia (2) non avremo che a moltiplicarle per a per avere le radici 
dell'equazione binomia proposta (1). 

Se m è impari, le due equazioni (2'), (2") hanno le radici eguali 
e di segno contrario (vedi problema del N. 151, 2 a parte). 

158. — L'equazione (2') ha m radici, da una qualunque delle 
quali si ricavano facilmente tutte le altre mercè il seguente 

Teorema. — Se r è una radice dell'equazione binomia di m*™ 0 
grado (2'), le altre m — 1 radici si ottengono elevando alla 
i'\ 2°, 3",..., (m— I)* potenza la radice r conosciuta. 

Infatti se r è radice della (2 7 ) sarà r * 1 , e quindi (r w )"— 1 , 

ossia (r*V"=1, dunque y=r H soddisfa alla (2'), ed è perciò una 
radice di (mesta equazione. Dando ad n i valori 0, 1, % 3,...., 
noi avressimo infinite radici, ma è facile dimostrare che i valori 
n=p, n=m~hp dànno la stessa radice. Infatti r m +r>=r n .rp=rp y 
perchè r"»=i. Dunque non abbiamo che le m radici diverse 

1 m fM j,3 r m—l 

159. — Noi risolveremo per ora le equazioni binomie della forma 
(2) di un grado inferiore al settimo. 
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Del resto essa si può porre sotto la forma seguente (x— 1)(x-M)=0, 
e quindi è soddisfatta dai valori di x che soddisfanno alle equa- 
zioni x— 1=0, x-M=0, cioè da s=1, #=—1. 

IL L* equazione £*-M=0 ci dà le' due radici x=.-\-V~\ , 

3° I. L'equazione x 3 — 1=0 ha per radice 1, dunque il primo 
membro è divisibile per x— 1, ed eseguendo la divisione si trova 
per quoziente x*-t-x-M. Ora l'equazione x'H-x-M^O dà le due 

radici x= -ì^ 3 , x= ~~* 9 , che insieme alla radice 3=1 



forniscono le tre radici della proposta. 

II. L'equazione «M-i=fi ha per radice — i (n. 155), dunque 
il primo memoro si può dividere per x -hi e dà per quoziente 

j^—a-hl. Ora l'equazione x 1 — x-M=0 dà le due radici x=^-t^?, 

; — <f — , che insieme alla radice x= — 1 costituiscono le tre 



radici della proposta. 

4° I. L'equazione x 4 — 4 = 0 si può scrivere sotto la forma 
(x* — l)(x*-hl)=0, e quindi ha per radici le radici delle equazioni 
x*— 1 =Ì0, xM-l =0, cioè x—\, x=— 1, x=-hj/^ì, a=— j/^i. 
II. L'equazione x 4 -hl— 0 si può risolvere in più modi. 
i° worfo. — Aggiungendo ai due membri 2x* essa di- 
venta x 4 -h 1 -h 2x'= 2x 8 , cioè (x'-hl^Sx*, da cui si ricava 
xM-l=:fcxj/2, cioè x'qpxjAi-hl =0. Quest'ultima equazione ne 
abbraccia due: 

(a) **— *j/r-M=0, x'H-xj/2 -+-1=0. (J3) 

La (a) ci dà le due radici a? t =^H-}/J-l, x t =J^— j/flT, 



cioè 



cioè x l= ^i(l-hi/=ì), x,= i^.(l— La (J3) ci dà le 

due radici x 3 = - i£ -+- j/f^i x 4 =-^~|/|^ 

x a =^(— 1-H/=I), ^«=^(—1—1/^1). Quindi x i} x,, x a , x 4 

sono le quattro radici dell'equazione proposta, le quali si possono 
comprendere nella formola unica 

x=±^(\±j/= { ). (y) 

T modo. — Poniamo x*=c, Inequazione proposta diventa 
z'-hl=0, le cui radici sono z — zjzy^i ; quindi le q uattro radici 
della proposta sono comprese nella formola x — ±V±]/^\. Per 
ridurre questa formola alla (y) serviamci della formola (11) del 
n. 123; nel nostro caso A=0, B=— 1, quindi A'— B=C*=1 onde 
C=1, quindi la (11) diventa nel nostro caso 
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^^^)=±(|/|- ± VC|)=±^--i). 

5° modo. — Dividiamo i termini dell'equazione proposta 
per t% essa diventa 

Poniamo 

x-^-=z; («) 

x 

elevando i due membri di questa equazione al quadrato abbiamo 
*M-~-f-2=: 2 onde *M- ^i=:*--2. («') 

Sostituiamo nella (5) questo valore di ed otterremo l'equa- 

z i one :«_2=0, da cui ricaviamo :=d:jAX . Sostituiamo questo 

1 /_ . , 

valore nella (e), ne risulta l'equazione x-h -~=ztyn , cioè 

x . 

:r ? zprj/S-H=0, che non è altro clic il complesso delle (a), (J3). 

5° I. L'equazione se 8 — 1 =0 ha per radice 1 , dunque il primo 
membro si può dividere per x-\ e dà per quoziente &^r+&+m+\ . 
Eguagliamo questo polinomio a zero e quindi dividiamo tutti ì 
termini per x», otterremo l'equazione 

(0 * 2 +*H-1+ 7 + ^=0, 

ossia per le (*), (0> : 2 -K— 1=0. Quest'equazione ci dà 

Sostituiamo questo valore nella (*), risulta l'equazione 
la quale ci dà 

quindi le cinque radici dell'equazione proposta sono 
t,=1, xf—~ (— 1 ■+■ J/5-H 1 0—2 / S) , 

•r 3 =r-ì(- 0—2 FS) , 

«4=*yM -^g-+-^— 104-2^5), 

'r 5 = x (— 1— ^/»— 10-h2(/5). 
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II. L'equazione arH-1=0 ha per radice —1, e quindi ii primo 
membro è divisibile per x-+-ì e dà per quoziente x 4 — x 3 -\-x* — aH-1 ; 
eguagliando questo polinomio a zero e ripetendo i calcoli fatti nella 
(£) è facile vedere che non si ha che a cangiare il segno di z, quindi 

la (f) in questo caso diventa x* — = ^-— aH-1=0, la quale ci dà le 

2 

quattro radici seguenti 

=|-(l-h//fH-^-10-+-^^/B), ^=x( l+j/5— f/_10-K>j/5 : ) , 



.t 4 =Ì(1-I/»4-//-1 0-2f/s), flV= j(1 - - 1/— 10— 

che insieme alla x t =— 1 forniscono le cinque radici della proposta 
equazione. 

0° I. L'equazione x 6 —\=Q si può porre sotto la forma 

e quindi ha per radici i valori di x che annullano uno dei due 
fattori x 3 —\ y # s -h1, cioè le sei radici sono x t =i t av= — i, 

II. L'equazione # 6 -H=0, si può risolvere in questo modo. 
Dividiamo tutti i termini per x 3 ed otteniamo x 3 +— ,=() (/a). 
Ora moltiplicando le (*), (&') membro a membro abbiamo 



onde 



(^iX^+i)^- 2 ) cioù *+^+*+\=*-% 



Sostituendo nella (fi) si ha z 3 — 3:=0, ossia z(z'— 3)=0, equazione 
che è soddisfatta dal valore z=0 e dai due valori z=f/3, //3. 
Se nella (e) facciamo z=0 si ha l'equazione x'-f-l— 0, onde x=±j/—ì ; 
se facciamo z==±://3 abbiamo l'equazione a*:pj/3£-M=:0, da cui 

si ricava x—zìz ^?±: j/ ~ — \, ossia x=±: ^ V-^ • Dunque le 

sei radici dell'equazione proposta sono x,=|/3i, x 8 =— 

• r c=2(— 1/3— */-l). 

160. — Nel capitolo seguente tratteremo della risoluzione delle 
equazioni di 3° e di 4° grado, quindi potremo risolvere anche le 
equazioni binomio di 7°, 8° e 9° grado, che si riducono o ad una 
equazione di 3° grado o ad una di 4° grado. 
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7° I. L'equazione x 7 —]—0 ha per radice 1, dunque il 4° membro 
si può dividere pera?— 1 e dà per quoziente xM-x 5 4-x*+xM-* f -HH--1 . 
Dividendo i termini di questo quoziente per x 3 ed^ eguagliando a 

zero il risultato si ha l'equazione (A) *M-^H^H-^H-*+-4-i* !Sf 0. 

che per le (*), (c 7 ), («") diventa 

(B) 2M-2'— 2:— 1=0. 

Siano z„ z t , 2 3 le tre radici di quest'equazione, una delle quali è 
reale e positiva (numero 155). La (e) si può porre sotto la forma 

x«-|-a:H-1=0, (e) 

e quindi ha per radici 

Sostituendo in queste formolo a z i suoi tre valori :,, 2,, z St si 
hanno le sei radici della (A) 

*,=J(Vf- ^^=2), «r=4^- ^iT=J), * 3 = l (V+- f 5=4), 

che insieme alla radice x 7 =1 costituiscono le sette radici della 
proposta equazione. 

II. L'equazione x 7 -H=0 ha per radice —1, dunque il 
1° membro è divisibile per x-f-1 e dà per quoziente 

x 6 — x'°-\-x* — x s -f-x ? — x-M . 

Dividendo i termini di questo quoziente per x 9 ed eguagliando il 

risultato a zero si ha l'equazione (A') x 3 n-^— x*— ì-haH-^,— 1=0, 

che trattata come la (A) si riduce all'equazione : s — z 9 — 2:-f-1=0. 
Quest'equazione ha le radici eguali e di segno contrario a quelle 
della (B) (v. numero 151, 2 a parte). Quindi le radici della (A') sa- 
ranno eguali e di segno contrario a quelle della (A), poiché can- 
giando i segni a z,, z ty z s rtei valori delle sei radici della (A) si ha 
2/,=-— x„ # / ,= — x t , a/ 3 = — # 4 , x 1 4= — x j, a/ 5 = — x Sì 2 ■ fj = — x 5 , 
essendo x- X1 x / t , a/,, a/ 4 , #'5, a/ 6 le sei radici della (A'), che insieme 
alla radice #',=— 1 formano le sette radici dell'equazione proposta. 
8° I. L'equazione x?— 1=0 si può porre sotto la forma 

quindi avrà per radici quei valori di x che annullano uno dei fat- 
tori ar* — 1 , x 4 -+-1, cioè £,=f, x,=— 1, a? 3 =j/^T, #4=— j/^T, 

* 1 -7) , x 6 =?J(l - i/rì ), x 7 =^ ( - 1 + j/ZTi) , 
II. L'equazione #*-h1=0 si può trattare in diversi modi: 
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1° moilo. — Aggiungiamo ai due membri 2x 4 , essa diventa 
aj"-h2«*H-l=2^i cioè (.t 4 -Hl)*=2op 4 , donde 

x^j/^-O, (<p) 
da cui si ricava a=c£j/±l^:±j/| —\ . Poniamo 

A=±^, B=|— 4, onde A l -B=1=C, 
e quindi C=1; e allora le formole (11) del numero 123 ci dànno 

ossia 

1 

e perciò le otto radici dell'equazione proposta saranno 

2° modo. — Dividiamo i termini della proposta per x\ 
essa diventa 

Moltiplichiamo la (*) per la (f") otteniamo 

ossia, per la (*')> ^H--^=: 4 -/fz*4-2 (f"'), e quindi la (fì) diventa 

s <_4 2 »-4-.2 = 0, dalla quale si ricava *=Cfc^8±^Ì. Sostituendo 
questo valore nelle (p) otteniamo le stesse 8 radici precedenti. 

.5° modo. — Poniamo z*=:, l'equazione proposta diventa 
zM-1=0, la quale ha le radici eguali a quelle del N. Il del 4° 
caso, e che quindi sono comprese nella formola 

— zt^lztJ 7 ^), e quindi sarà 

cioè si ha la formola ricavata dalla (<f) del 1° modo. 

9° L — L'equazione x 9 — 1=0 ha per radice 1, e le altre otto 
radici sono date dall'equazione 

x'+x'+xr-Hf+J+x'+x'+x+i =0. (C) 

Dividiamo tutti i termini per x\ e la (C) diventa, per le (*), («'), 
(«fOi («"')» 2 4 ~4z l -f-2-h2 3 — 3:-h: 1 — 2-hz-h1 =0, cioè 
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:M-: 3 -3: J -2z-M=0. (D) 

Siano z, , z, , z 3 , z 4 le quattro radici di questa equazione, sosti- 
tuendole nelle (p) abbiamo le otto radici della (C). 

II. — L'equazione x 9 -+-1— 0 ha per radice —1, le altre otto 
sono date dall'equazione 

af—x 7 -hx*—x"-\-x A —x 3 -i-x 7 —x-\-\ r=0 (C) 

la quale , trattata come la (C), si riduce all' equazione di quarto 
grado J 4 — : 3 — 3z*-h%z-+-\ =0, la quale ha le radici eguali e di segno 
contrario a quelle della (D); dunque sostituendo nelle (p) a z i 
valori — — z t , — : s , — z 4 si trovano otto radici eguali e di segno 
contrario a quelle della equazione x 9 — 1=0. 

161. — Equazioni trinomie. — Diconsi equazioni trinomio 
quelle della forma 

x 2m -hpx"-U]—0. (1 ) 

Poniamo x m =z (2 ), la (1) diventa z 2 -\-pz-{-q—0, da cui ric aviamo 

z=-£zt\/£-q ; e quindi la (2) diventa x »=-^±]/£--q f 

cioè un'equazione binomia di grado m. Dunque se z è reale, cioè 

se ~^—q ^ 0, noi potremo risolvere le equazioni trinomie d' un 

grado qualunque, purché non superiore al 18°. Se zè immaginario 
allora conviene ricorrere alla trigonometria, la quale dà la solu- 
generale della (1) con formole semplicissime. 



CAPITOLO XX. 

RISOLUZIONE DELLE EQUAZIONI DI TERZO E DI QUARTO GRADO. 



162. — Equazioni di 3° grado. — Fatto sparire il coefficiente 
del secondo termine (Coroll. del n. 152), l'equazione di 3° grado 
è\ può sempre ridurre alla forma tipica 

aM-p£-H=0. (1) 

Per risolvere quest'equazione poniamo 

x=a+b f (2) 

essendo a e b due quantità da determinarsi. Elevando i due membri 
della (2) al cubo abbiamo at^+Sa'b-ì-aab'+b*, cioè 

x* =a >+b 3 +3ab(a+b)=a>+b 3 -+-3abx, 

onde x 3 — Sabx — (a 3 -hò 3 )=0. Confrontando quest' equazione colla 
(1) si scorge che esse diventano identiche l'una all'altra quando 
si ponga -~3ab=p, — (a 3 -hb 3 )=q } ossia 

al>=— |-, a "-hb 3 =— tl . (3) 
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Elevando al cubo i due membri della l a di queste eguaglianze ab- 
biamo 

«W=-ft. b (4) 

Dunque delle due quantità a 3 e b* conosciamo la somma ed il pro- 
dotto, e perciò esse sono le radici dell'equazione di 2° grado 

4, +^-ff=0- (*) 
Quest'equazi one si cb iama la ridotta dell'equazione (1). Essa ci dà 
i=— -|-±:]/^- + |y , dunque potremo porre 

a 3 =- A+lAl+C- fc 3 — - 4 -l/t + Pl 
a 2^' 4^27' 2 '.4^27' 

Ora ciascuna di queste due equazioni binomie di 3° grado rispetto ad 
a e a 6 ci dà tre radici. Chiamando A una qualunque delle radici 
della f, e B una qualunque delle radici della 2 a , e ponendo 



^ =a 8 (V. n. 158 e il n. I del 3° caso 

del n. 159), i tre valori di A saranno A, Aa, A a*, e i tre valori 
di B saranno B, Ba, Ba*. Quindi sostituendo nella (2) ad a e b i 
precedenti valori, abbiamo i nove seguenti valori di x, cioè 

£=A-+-B, ar=Aa-hBa 2 , #=Aa J -f-Ba, ) 
z=A-t-Ba, x=\x -f-B, rc=AaM-Ba f f }. (5) 
:A-hBa 2 , rc=AaM-B, #=A<x H-Ba, ) 



Ma l'equazione (1) essendo di 3° grado non può avere che tre ra- 
dici, dunque di questi nove valori di x tre solamente sono radici del- 
l'equazione proposta. Per trovare queste tre radici osserviamo che 
abbiamo elevato al cubo la l' delle (3) per avere la (4), e che perciò 
auesta non cangia cangiando p in »a o inpa 2 , perchè a 3 = (a*) 3 =1; 
dunque noi dovremo prendere solamente i valori di a e b che 
soddisfanno alla ì* delle (3); perciò, siccome possiamo prendere 

per A e B quei valori di a e b che dànno AB= — se il coeffi- 
ciente di x è p, i tre valori di x della 1" linea delle (5) saranno 
le radici domandate; se il coflìciente di x è p* le radici cercate 
saranno i tre valori della 2' linea delle (5); e finalmente se il coef- 
fìcenle di x è px i 1 le radici dell'equazione di 3° grado saranno i 
tre valori di x della 3' linea delle (5). Nel nostro caso, in cui 
supponiamo peq reali, le radici del l'equazione saranno: z,=A-hB, 

— 1-H^ A , — 1— T/^3 U 1/=3 A , - l-H/=3 p 

X*= 2 AH ^ i5 > x 3 = cjr A H ^ ' 

cioè 

i , n A-hB A— B A+B A-B 
x,=A-r-B, x 2 — h-y-j/-3, 3,= g ~ * - 3 ' 
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L'equazione di terzo prrado si può ancora risolvere nel seguente modo. 
Prendiamo le due equazioni 

(ti) y'-<=0, ay*+by-x=A, (7) 

essendo a, b, due quantità indeterminate. Se Tra queste due equazioni 
eliminiamo la y, avremo una sola equazione contenente x 7 a e b. Ora se 
moltiplichiamo per y la (7), essa diventa ay*+by*— 0^=0, ossia per la (6), 

òy«— ary+a=:0: (8) 

moltiplichiamo ancor questa per y ed otterremo, per la (6), 

-*y«+ay+6=0. ( 9) 

Ora risolviamo le due equazioni (7), (8) rispetto ad y» e »/, ed avremo 
t/»= ^'^ flb , v= ? • Sostituiamo questi valori nella (9), essa diventa 

— x*-{-abx+aS-\-ab;r 

bt+iix + ' 

ossia 

ar3-3a6x-(a3+53)=o. (10) 

Questa equazione è di terzo grado in x e della stessa forma della (4), 
quindi possiamo determinare a e b in modo che queste due equazioni 
siano identiche. Ora questo si ottiene ponendo — 3a6=p, — (aS+fc 3 )^, da 
cui si ricavano le (3), e quindi troviamo per a e 6 gli stessi valori otte- 
nuti col metodo precedente. Ora l'equazione (7) dà x=ay*+by; sostituendo 
ad a e a b i loro valori si ha dunque 

L'equazione binomia (6) dà tre valori per y, che sono 

rammentando che (sf") f =y" e (y'") ,:: =!/" : parimente a e 6 hanno tre va- 
lori ciascuno ; e chiamando A uno qualunque dei valori di a, e B un o 

qualunque dei valori di 5, i tre valori di a saranno A, A^-^— ? , 
A — 4— V — 3 . e( j j tre va j or j di fc saranno B, B 3 , B * j ~ . 

* Ti 11 



Ma siccome deve aversi a&=— ^, se p è reale e A e B siano i valori di 

a e b che soddisfanno a questa condizione, l'equazione (14) dà solamente 
i seguenti valori di x: 

Se prendiamo per y il valore y'=i, abbiamo i tre valori dati dalla prima 
linea delle (5); se facciamo y=y"= T^*'^j ■ , allora si ha 

cioè gli stessi valori corrispondenti ad y=l ; nello stesso modo si dimostra 
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che i valori di x che si oltengono facendo y= £ — - sono ancora i 

medesimi ; dunque basta prendere per y una sola delle radici della (6). 
Allo stesso risultato si perverrebbe prendendo uno solo dei valori di a e 
6, e sostituendo nella (44) tutti. i tre valori di y, cioè prendendo una delle 
(12) e sostituendovi ad y le tre radici della (0). 

463. — Siccome l'equazione di 3° grado ha sicuramente una 
radice reale noi possiamo supporre che sia x x questa radice; quanto 
alle quantità A e b, esse possono essere reali od immaginarie, perciò 
le altre due radici possono essere reali od immaginarie, e noi sap- 
piamo che se sono immaginarie sono coniugate, il che del resto si 
scorge dai valori precedenti di x s e x 3 . 

Se p>o, sarà pure -j- -^^f>° e quindi ciascuna delle quantità 

a e b ha un valore reale che possiamo supporre rispettivamente 
A e B, quindi A— B sarà reale e perciò x z e x 3 saranno imma- 

ginarie. Lo stesso risultato si ha quando p<o e -jr -+- '^=- > o, 

cioè quando -|-> ^ in valore assoluto. Ma se -|- -f- |y < o al- 
lora tutti i valori di a e b sono complicati d'immaginarii, e quindi 
anche x 9 e x 3 . Però siccome supponiamo *,=A-f-B reale, noi 
possiamo facilmente dimostrare che anche x t e x s in questo caso 
saranno reali. 

Infatti basta a tal fine dimostrare che (A— B) V—\ ì è reale. Ora 
A 3 -B 3 =(A-B)(A*4-AB-hB'), donde 

p _ A*-B 3 _ A 3 — B 3 
A A , -hAB-hB t— "(A-hB> , «— AB » 

e siccome A s ±=a 3 , B 3 =ò 3 , sarà A 3 — B 3 =2l/^ — ; e siccome 

a* v 3 * 

4+fj<° si deve supporre p<o, e perciò, posto p=—p,, sarà 

V Tt~* % 59 f 27 4 ' 
D'altronde (A+B)'=xJ, AB=— |-=| L , dunque sarà 



r i 



l'i £ 

27 4 

a-b=2 — y-i=ky-i , 



essendo k una quantità reale; dunque (A— B)j/-:i=A*j/3 sarà reale, 
dunque x t ed x 3 saranno reali. 

Altra dimostrazione. — Poniamo p= — Pi , allora 
j/f+IrVlF?' 7 ^ Poniamo ancora j/f-I*=» , 
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sarà allora 



Applicando le formolo del n. 82, abbiamo 

/ , 4 n . — .In* B n 3 , — r 
1 ì l +3m^+9i5i— StlP^ 



(m+n;/-0 - w 



IO jn 1 440 _n> - , 



(m-nl/-l) 



4 n „ / — r .in 9 , 5 n 3 / — s 



3 3 



3 m v 1 1 9 m* 1 
40 n* 440 n' 



243 tn» 3<M5 



1/-4+. 



Ura i tre valori di x sono in questo caso 

aMm+n j/=4)^ + (m-n^)* , 

Sostituendo invece dei radicali i loro sviluppi precedenti, ed eseguendo le 

tu • . -4+J/-3 -4-J/-3 
moltiplicazioni per i coefficienti £ e ^ , avendo ri- 

riguardo a ciò che 1/^3.^/^4=^3, e facendo le riduzioni, si trova 

è/., 4 *» 10 IH V , è f/ s/* n fi n3 440 t»5 \ 
è/. .4 n* 40 n* \ n 5 ti 3 . 440 »6 \ 

quantità in cui non entrano più immaginarli. 

Tuttavia non si possono coir algebra esprimere esattamente le 
tre radici sotto forma reale, perchè non si possono distruggere gli 
im magnani che affettano le tre radici a meno di ricorrere a serie 
d'infiniti termini. Questo caso si chiama perciò ìrredutlibile. La tri- 
gonometria invece ci dà in modo semplicissimo tutte tre le radiei 
sgombre affatto d'ogni espressione immaginaria. 

Se -|~-r- J^=o, allora A.=D, e quindi le tre radici sono reali 

e di più le due x 2 e x 3 sono eguali Ira loro. 

4G4. — La quantità M=Vc^Zj/D, in cui C e D sono quantità razionali 

e l/D ò irrazionale, si può talora ridurre a non contenere più che radici di 
quantità razionali. 
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Siano /, m, n tre quantità razionali: noi abbiamo l'identità 
e quindi 

3 », - 

j/T(nCtyn)=V /(m*+3mn)± J(n+3m«) j/n ; 

3 

dunque potremo porre M=J/T(mlt://n), se saranno soddisfatte le due 
eguaglianze 

(a) /(m'+3ron)=C, /(n-f-3m»)j/n— // D: (/?) 

dunque una delle tre quantità I, m, n rimane indeterminata. 

Quadrando le (a) e e sottraendo membro a membro otteniamo: 
/»( m ?_„)3-c«— D, ossia / 3 (ro*— n)»=(C«-D)/, onde 

Aftinché m«— n sia razionale, (C— D)Z dev'essere un cubo perfetto, e noi 
possiamo sempre trovare un valore razionale di l che soddisfaccia a questa 

condizione; infatti posto (C*— D)Z=J» 3 , basta prendere ter n , e allora 

sarà m»— n=-j-, e quindi n=m» — j- . Sostituiamo questo valore nella (a), 

si ha l'equazione 

Se /, fc, C sono frazionari, possiamo trasformare la (ò) in un'altra equa- 
zione che non contenga più che coffìcienti intieri (V. num. 453), quindi 
la (£) si può trasformare nella seguente 

ll'm>-3h'm-C'=A, ($') 



in cui l', h'. C sono intieri. 

Poniamo , la (0') diventa 3^-' — C'=0, e moltiplicando tutti 

i termini per 2f* si avrà 

Siano j*" le radici della (5"), dovrà essere Wp'zsMM (V. n. 140), 

dunque aftinché un valore razionale di m soddisfaccia alla (3) dev'essere 
m' un fattore di 2/'V ed una radice della (<$"). Se adunque ^ e un valore 

u. 

di m' che soddisfa a queste condizioni, possiamo prendere «1=^77, e quindi 

sp ) p e perciò avremo trovato i valori razionali di i, m, n 

che soddisfanno alle (a) 0 (/?). 

Risolvendo l'equazione di 3' grado .r'+px-f ^=0 abbiamo trovato i due 
radicali cubici 

Supponiamo pc? intieri, e poniamo — ^-=C, j- + ff— D > sarà 

^ . 27 1 

dunque aftinché per questi radicali cubi si possa fare la trasformazione 
precedente dovrà — ^=1 essere un cubo perfetto, il che avverrà se si pren- 
derà /=i 0 eguale ad un cubo perfetto. Ponendo l=\, sarà /»=—-—- e 
quindi n=m'+ f-. Allora la ($) diventa 4m*+ mj>+ |-=:0, e la (V) 
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Hm*+*2pm +?=0, 

m' 

e ponendo m= ^- si avrà per la (5") l'equazione seguente : m'J+pm' +g=0, 

la quale è identica all'equazione di 3° grado proposta. Dunque l'equazione 
di 3° grado deve avere una radice razionale intiera, cioè deve avere per 
radice un fattore di q, i\ che del resto s[ poteva prevedere a priori, giacche 

se si può avere k=m+f/n, B=m— j/n, sarà X|=A+B=2m. In tal caso 
le tre radici dell'equazione di 3° grado diventano 

gj=3m, t 9 — — m+y —'.in, x 3 ~ — m — // — 'in , 

e queste saranno tutte tre reali se n è negativo, cioè se p è negativo c in 
valore assoluto maggiore di 3m*. 
Esempio 1° — Si abbia l'equazione x*+lx— 5=0, avremo 

L'equazione proposta ha per radice razionale intiera 1, dunque m'—i, e 
quindi m=| ed n=j + 5=^3 » e per conseguenza sarà 

e le tre radici dell'equazione proposta saranno 

3 

Esempio 2° —Si abbia la quantità M= J 7 52 + 30 j/l sarà 052, f/T)=30//3, 
e quindi 0—0=2704— 2700=4 ; dunque aftinché (C*— D)f sia un cubo per- 

2 

fetto basta fare J=2 e allora sarà m*— n=;5=l donde n=m l — 1, la (ó) di- 
tu' 

venta 8m3— 6m— 52=0 ; e ponendo m=— si ha ro' 3 — 3m'— 52=0. Ora i fat- 
tori di 52 sono i, 2, 4, ; facendo m'— 4 l'equazione precedente è sod- 
disfatta, dunque possiamo prendere m=^=2, e quindi n=4-l=3, e perciò 
sarà 

M=//52- r -:K)//3=//2(2-f j/3). 

Se cerchiamo il valore di A corrispondente all'equazione x 3 — 3r— 52=0, 
troviamo 

A= ^26 + f/«7tì^T== J/26+ 1 5 j/3=-±-V 52 + 30J/3, 

auindi sarà A=24-j/3, e perciò B=2— //3 conforme alla regola prece- 
ente; le tre radici poi dell'equazione proposta saranno 

j-,=4, - 2+f/-^J--2-j-3//-ì, ar . =: _2-3/ / ^n. 



165. — Equazioni di 4° grado. — Fatto sparire il 2° termine, 
l'equazione di 4° grado si può ridurre alla forma tipica 

± t +px , -\-qi- T -i—Q. (1) 

■ 

Noi supporremo p,q ed r reali. Per risolvere questa equazione 
poniamo 
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elevando i due membri di quest'equazione al quadrato si ha 

ossia x*— (a 2 -h6'-+-c , )=2(aH-&c-hca). Elevando ancora al quadrato 
i due membri di quest'equazione si ottiene 

* 4 -2(a , ^4^)^4Ka , 4^4^) , =4(aVH-ò , c , -4-c , a t ) 
-hSia'bc+ab'c+abc'). 

Ma8(a t bc+ab 2 c+abc t )=&abc(a~+-b-\-c)=$abcx; dunque sostituendo 
si avrà l'equazione 

(3) ^-SCa'+fr'+c'K- 8afox+.(a , +6 , +c , ) f - 4(a'6»+& V+c'a'^O. 
La (3) diventa identica alla (1) quando si ponga 

(4) -2'a l +ò'+c , )=p, -Sa^c^^, (a^ò'+O^aW+ÒV+cV^r; 
la l a mi dà 

«M-6M-c*--|-, (a) 
quindi dalla 3 a ricaviamo 

aW+b'c'+chi'zJ^^: (fi) 



elevando la 2* al quadrato si ottiene 

(y) 

Dunque abbiamo la somma delle, tre quantità a* 6*, e*, la somma 
dei loro prodotti due a due, ed il loro prodotto, dunque (149) 
queste quantità sono le radici dell'equazione di 3° grado 

( A) l . + |_ 2 . + £^! I _|' =0 . 

• 

Quest'equazione si chiama la ridotta dell'equazione (1). Essa ha 
almeno una radice positiva (155), e le altre due saranno ambedue 
positive od ambedue negative o ambedue immaginarie, dovendo 
il loro prodotto essere positivo. Siano z ti z tì z s queste tre radici; 
sarà a=±p / J i ~, b=zt}/zT, c=x±f/*^ e quindi la (2) ci dà per x 
gli otto seguenti valori: 

(5) ^+f^—VH—y% . *i=+^ —fà+V* . 

; *4=— V* +Vz t —VT^ x 6 =z—y Zi —Vz x —Vz 3 ; 

ma siccome un'equazione di 4° grado non può avere più di quattro 
radici, quattro solamente dei precedenti valori di x saranno le radici 
della (1). Per trovare questi quattro valori osserviamo chela (y) si è 
ottenuta elevando al quadrato la 2 a della (4), e che essa si sarebbe 

pure ottenuta elevando al quadrato l'eguaglianza abc=^\ dunque 

noi dobbiamo scegliere solamente quei valori di a, 6, c che dànno 
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al prodotto abc il segno contrario a quello di q. Dunque noi dob- 
biamo prendere i quattro valori della l a colonna o quelli della 2' 
delle (5) secondoche sarà q negativo o positivo. 

L'equazione di quarto grado si può ancora risolvere nel seguente modo: 
Prendiamo le due equazioni 

(6) y*-*--0, ayi+by*+cy— x=0 (7) 

Per eliminare y, moltiplichiamo la (7) tre volte di seguito per y, e sosti- 
tuiamo nelle equazioni risultanti ad y* il suo valore i dato dalla (6), 
avremo così le quattro equazioni seguenti : 

a>/ 3 +&V*-f cy—T=i) , 
&.V*+ C .V*— xy-\-a=0 , 
cy 3 — xy*-f ay+b—Q , 
— zyi+ayt+by+c^ii) . 

Risolviamo le prime tre rispetto ad y 3 , y* ed y, e troviamo 

,_ ar 3 — b*x— bc*— 2acx— a*b 
y ~~ aJ»+2òcx+a6 2 +c 3 — a*c ' 

^ cxt+Vabr+gZ— qc'-f ft2 c 
V ~"a.r»+26c;r+aò'.f c 3 -a«c ' 

_ a»:r+ 6.r»-f c'j— ft3+2aftc 

sostituendo questi valori nell'ultima equazione, si avrà, dopo aver fatte le 
riduzioni, 

x*-iac.jfl — 4a s fcl.r— a» =0. 
—26* — 4*c»l -e» 

-f2a'c« 
— 4aè«c 

Quest'equazione ha la stessa forma della (4), e diventa identica ad essa 
quando si ponga 

iac-26«--/>, -A<flb-lbc*=q, —a*-c*+b*+<2a*c*— id6V=r. (8) 
Queste tre equazioni servono a determinare a, ò, r; dalla seconda rica- 
viamo a»-fr«~— , e quadrando, a'+H-f 2^=^ , onde 

sostituendo nella terza si ha 

- ^+iaW+b*-Aab*c=r. (9) 

Dalla prima ricavasi ae=— ^ — : sostituendo nella (9) si ottiene 

ossia, eseguendo le operazioni e semplificando, 

<VI&G+32&4+( V~ ifir)6*-qf»=0. (IO) 

euuazione di sesto grado riducibile al terzo; quest'equazione è identica 
alla ridotta (A) trovata col metodo precedente, se si pone ò*=r*. 

Siccome l'ultimo termine della (IO) è negativo, ft« avrà almeno un va- 
lore reale e positivo n, e quindi b avrà almeno due valori reali, -W 'n 

e ~Vn. 
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Le due prime equazioni (8) dànno 2ac=— — ò»,a*+c*=— ^ : aggiun- 
gendo la prima membro a membro alla seconda, e quindi togliendo la 
prima membro a membro dalla seconda, risultano le due equazioni 

(«+c)»=-(4 + f +6') , („- f )i=-(l - f -6< ), 
e quindi 

Per trovare i valori di a; non abbiamo bisogno di ricavare da queste 
due equazioni i valori di a e c (il che sarebbe del resto facilissimo), poi- 
ché non ci occorre che la somma e la differenza di queste due quantità. 

L'equazione y* — 1=0 ha per radici y'=l, y"= — l,y'"=j/ — 1, y lv = — j/-4. 
Sostituendo questi valori di y nell' equazione x^ayt+by'+qj, abbiamo 
i quattro valori corrispondenti di x y cioè 

ar'=6+(a+c), x"=6-(a+c), x"'=-b+(a-c)y^\, *'*=-&-(a-c)j/^T. («) 
Sostituendo ad (a-f c) e (a— c) i loro valori (H), avremo 



(12') 



In qualunque modo si prendano i doppi segni dei radicali queste quattro 
eguaglianze non ci dànno che quattro soli valori di x: dunque noi potremo 
ritenere solamente i segni superiori. Le sei radici della (10) sono due a 
due eguali e di segno contrario, perciò se una di esse è 6' ve ne sarà 
pure una eguale a —b'. Ora nelle (12') si metta b' o — V in luogo di b 
si avranno gli stessi valori di x, dunque basterà considerare le tre radici 
diverse della (10). Noi possiamo dimostrare che qualunque di queste tre 
radici sostituiamo nelle (12') si avranno sempre gli stessi quattro valori di x. 
Infatti dalle equazioni (8), quadrando la seconda abbiamo 166 > (a t +c > )*=9 > ; 

ma dalla prima b*=— ^\^ a ° , quindi si avrà 

— 8(p+4-ac)(a*+c«)=<jr*. (13) 

Sostituiamo nella terza a ò* il suo valore ora trovato, avremo, dopo fatte 
le riduzioni, 

-a*-c*+ ?j +Apac+iia*c*=r. (U) 

Ora sostituiamo nella (10) a q* ed a r i loro valori (13) e (14), ridu- 
ciamo e quindi dividiamo per 8, otterremo l'equazione seguente: 

86«+4/)&<+(2aH^c 4 -8/)ac--28a'c 2 )6«-f(P+^c)(o'+c«) , =0; (15) 

e siccome 26«=— (p-|-4ac), il primo membro della (15) sarà divisibile per 
26»-|-(p+4ac) (vedi n. 148). Ed invero se si effettua la divisione troviamo 
un quoziente completo intiero; eguagliando questo quoziente a zero si avrà 
l'equazione iò 4 — 8ac6«+a 4 -|-(r*-r-2a*c 2 =0, la quale ci darà gli jiltri due 
valori di fc», questa equazione ci dà 2o*=2ac~£:(a4-c)(a— c)%/— 1, ossia 

4ò»=4ac±2(a+c)(a-e)l/ri. 
Ora il secondo membro dell'ultima eguaglianza è il quadrato di 

dunque sarà 4&«=[(a+ctt:(a— cW—if e quindi 2&=a+clt(a-c)j/— 1. 
Noi prendiamo la radice del secondo membro solamente col segno + poiché 

Levi 
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abbiamo visto di sopra che l'altro valore di b condurrebbe alle stesse con- 
clusioni. Dunque i tre valori di b sono : 

6 , = + j/_E+*£, b " = i.[ a+c+(a _ c )\/=ì], fc'"=|[a+c-(a,c)^/=T]; 

dai quali valori si ottiene agevolmente ò"+b" — a+c, fc"— 6"'=(a— c)f/^4 . 
Se noi sostituiamo ad «+c e ad (a-c)l/-4 i loro valori ora trovati nelle 
(42), queste diventano 

a?=V+V'+V", x"=b'-b"-b"' t x"'=-V+b"^V", jc»v=-6'_i>"+6" f , 

che possiamo mettere anche sotto quest'altra forma: 

xt^V+b'+V", *"=-(&'+b"+6'")+2o', 
*"'=— (6'+b"+ò'")+2&"> ariv=_(&'+6'+o''')+26''\ 

Ove si scorge chiaramente che non si possono avere che quattro valori di 
x giacché se si cangia per esempio b' in 6", bisogna cangiare nello stesso 
tempo 6" in 6, perchè le tre radici 6', b"> b'" entrano nello stesso modo 
in ciascuno dei valori di x; ora questo cangiamento dà i medesimi valori 
per x disposti in modo diverso. 

466. — Supponiamo che sia z, la radice positiva che deve avere 
la ridotta dell'equazione (1), e supponiamo che i valori della prima 
linea della (5) siano le radici dell'equazione (1). 

Se z« e z 8 sono positive, le quattro radici dell'equazione (1) saranno 
reali* 

Se \ e z 3 sono negative, le quattro radici dell'equazione (1), saranno 
immaginarie e coniugate due a due, cioè x t coniugata di x t , x 3 
coniugata di x 4 . Ma se inoltre z»=z» , allora le due radici x 3 e x A sa- 
ranno reali ed eguali, e le altre due rimarranno immaginarie con- 
iugate, e le quattro radici della (1) saranno in questo caso 

Se z, e z 3 sono immaginarie saranno coniugatele si presente- 
ranno sotto la forma z^a+b}/— 4, : 3 =a— &J/-4 , e quindi le 
quattro radici della (1) saranno comprese nelle formolo 

.t=- V7{±.{ V~a+ b */=ì -Va-b //3T) . 
Ora noi abbiamo visto al N. 125 (teorema 6°) che 

V' a+bV-i+V a~bV~\=V%Vtf+^%a=a k , 

essendo a*, b k quantità reali; quindi le quattro radici della (1) 
saranno 

x^)/Ti+a k , x t —yT x —a ki x 3 =-j/7ì—b k i/ZT\ t x i =-yzt+bkj/—ì: 
cioè x t e x t saranno reali, x s e x 4 saranno immaginarie coniugate. 
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CAPITOLO XXI. 

TEORIA DELLE DISEGUAGL1ANZE. 



167. — Dicesi diseguaglianza un'espressione formata di due 
parli separate fra loro da uno dai segni > (maggiore di), < (mi- 
nore di). Le due parti si dicono i due membri della diseguaglianza. 
Una diseguaglianza esprime sempre che la differenza dei due membri 
è diversa da zero, e siccome questa differenza non viene alterata 
aggiungendo o togliendo ai due membri la stessa quantità, segue 
che: i° Non si altera una diseguaglianza aumentando o dimi- 
nuendo i due membri della stessa quantità. 11 segno d'una diffe- 
renza di due quantità non è alterato moltiplicando le due quantità 
per una stessa quantità positiva, e la differenza cangia di segno se 
si moltiplicano o si dividono le due quantità per una stessa quan- 
tità negativa; dunque: T Una diseguaglianza non viene alterata 
se si moltiplicano o si dividono i suoi due membri per una stessa 
quantità positiva; 3° Se si moltiplicano o si dividono i due membri 
d'una diseguaglianza per una slessa quantità negativa , la disegua- 
glianza cangia di segno. 

Corollario 1° — 4° Si può trasportare un termine da un membro 
ali altro d'una diseguaglianza purché si cangi di segno al termine 
trasportato. Infatti scrivere in un membro col segno contrario un 
termine che è nell'altro membro equivale ad aggiungere o togliere 
ai due membri questo termine secondo che esso è negativo o posi- 
tivo. Per esempio, se si ha la diseguaglianza a+b— c <d-R— 
aggiungendo ai due membri la quantità f+c e togliendo ai due 
membri ò-H? la diseguaglianza non viene alterata e diventa 

a-hb- c-hf-\-c—(b-he) <(M-e— (H-c), 

ossia a-hf—e^+c—b, e i termini b y c, e, f t si sono trasportati 
da un membro nell'altro col segno mutato. 

Corollario 2° — 5° Se si cambiano di segno i dice membri di 
una diseguaglianza , cangia di segno anche la diseguaglianza. 
Infatti cangiare di segno i due membri equivale al moltiplicarli per 
— 1 oppure a permutar di posto i due membri. 

Elevando una quantità ad una potenza m""" a , se m è impari la 
potenza ha lo stesso segno della quantità, se m è pari la potenza 
sarà positiva qualunque sia il segno della quantità, dunque: 6° Una 
diseguaglianza non è alterata se si elevano i due membri alla 
stessa potenza impari; 7° Se i due membri d'una diseguaalianza 
sono positivi, la diseguaglianza non viene alterata elevando i due 
membri alla stessa potenza pari; 8° Se i due membri d'una di- 
seguaglianza sono negativi e si elevano ad una stessa potenza pari, 
la disequaglianza cangia di segno; 9° Se i due membri hanno 
segni diversi, elevando i due membri ad una stessa potenza pari, la 
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diseguaglianza non viene alterata ove la diseguagltanza primitiva 
non venga alterata cangiando di segno uno dei' due membri: ma se la 
diseguaglianza proposta cangia segno mutando il segno ad uno dei 
suoi mèmbri, essa cangicrà anche di segno elevando i due membri 
alla stessa potenza pari. Per es.: Si abbia la discguaglianza —a Kb , 
se ha ancor luogo la diseguaglianza a<6, allora pel 7° principio 
sarà pure a 2m <^ w e siccome « 2l "=( — a) 9 " 1 , sarà anche ( — a) 2 * , <^*. 
Ma se a>b, il 7° principio dà a* m >b> 2m e quindi (— a) , ">& 8 "\ 

Siccome una quantità negativa è minore di una positiva qualun- 
que, si ha ancora il principio: i(T Una diseguaglianza non viene 
alterata estraendo dai due membri la radice d' uno stesso indice 

m 

impari. Sia la diseguaglianza a<b, se m c impari, Va non ha 
che un sol valore reale dello slesso segno di a, lo stesso si dica 

di l'I), dunque sarà Va <Vb. Ma se m è pari, Va ha due va- 
lori reali, uno positivo e l'altro negativo, se a è positivo ; e non ha 

alcun valore reale se a è negativo: lo stesso si dica di V b . Dun- 
que se a e b sono positivi potremo cstrarre dai due membri della 
aiscguaglianza la radice m tt,ma , purché si prendano le radici col 
segno -+-. Se ambedue le quantità a e b sono negative, allora 
cangiandole di segno si potrà estrarre dai due membri la radice 
d'indice pari e prendere i risultati col segno -+■ , ma la disegua- 
glianza che risulta deve avere il segno contrario a quello della 
proposta. Finalmente se i due membri della diseguaglianza hanno 
segni contrarii, non si può estrarre da essi la radice d'indici pari, 
perchè si avrebbe una diseguaglianza di cui un membro sarebbe 
reale e l'altro immaginario, diseguaglianza che non ha alcun si- 
gnificato. 

Si abbiano le due discguaglianzc dello stesso segno 

(I) a>/;, aOb t \ sarà a-ha,>M-fr,. (2) 

Infatti dalle (1) ricaviamo a — &>0, b x — a,<0 dunque — a t , 

cioè trasportando a t nel 1° membro e b nel 2°, fl-Hi,>JH-/>, » 
cioè la (2); quindi: ii° Sommando membro a membro dm o 
* più diseguaglianze dello stesso segno, si ottiene un altra disegua- 
glianza dello stesso segno. 

1G8. — Qualunque diseguaglianza si può ridurre ad una delle 
due seguenti A>0, A<0, essendo A una quantkà qualunque. Noi 
considereremo solamente le diseguaglianze nelle quali A è una fun- 
zione algebrica intiera d'una o più variabili : il grado deHa funzione 
costituisce il grado della diseguapianza. Risolvere una diseguaglianza 
significa trovare i limiti fra cui devono esser compresi i valori delle 
variabili che soddisfanno alla diseguaglianza. 

169. — Diseguaglianze di 1° grado. — Una diseguaglianza 
di 1° grado ad una sola variabile x si può sempre ridurre alla forma 

ax+b%Q, (1) 

nella quale a si può considerare come un numero positivo, e b può 
essere una quantità positiva o negativa. Dividendo i termini della 
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(1) per a essa diventa (Principio 2°) *4 ^0, donde si ricava 

f) _ ^ 
(Principio 4°) x< — Dunque lutti i valori di x compresi fra oo 

e soddisfanno alla diseguaglianza a#-t-ò>0,.e tutti i valori 

a b 
di x compresi fra e — oo soddisfanno alla diseguaglianza 

ax+b <0. 

Esempio. — Sia proposta la diseguaglianza 

2 3 , 0 . 2 37 
~S X ~~ T <_ 9 " ~8 12* 

Moltiplichiamo tutti i termini della diseguaglianza per 72 minimo 
multiplo comune dei denominatori, ed otteniamo 

48*— 544-1 44* <1 6—27*4-42, 

ossia (484-1444-27)*— (544-16 4-42)<0, ossia 219*— 112 <0. 
Dunque la diseguaglianza proposta è soddisfatta da tutti i valori 
di * compresi fra ^ e — oo. 

170. — Diseguaglianze di 2° grado, — Una diseguaglianza di 
2° grado si può sempre ridurre ad una delle due forme 

a**4-&*4-c>0, o**4-6*4-c<0! (1) 

Supponiamo a, 6, c, quantità reali, delle quali la 1 a si può anche 
supporre positiva. 
L'equazione 

aa*+bx+c=Q , (2) 

ha per radici 

\ i 

a?i=^(— &4-p 6»-4ac), X^Èj(--b--y b^-iac ). 

Dobbiamo ora distinguere diversi casi: 

1° 6 f — 4ac>0; Te due radici *, e *, sono reali e diseguali; 
ma il 1° membro della (2) si può scrivere sotto la forma 

(*—*,)(#-*,), (3) 

quindi essendo *,>* f , tutti i valori di * maggiori di e tutti 
quelli minori di *, soddisfaranno alla 1* delle (1), e tutti i valori 
di * compresi fra *, e x t soddisfaranno alla 2 a delle (1). Infatti i 
due fattori della (3) sono positivi pei valori di * maggiori di *, e 
sono negativi pei valori di * minori di ma uno di essi fattori 
è positivo e l'altro negativo, e quindi il loro prodotto è negativo 
pei valori di * compresi fra *, e * a . 

2° 6* — 4ac=0; le due radici *, ed *, sono reali ed eguali, e 
il prodotto (3) diventa (*—#,)*, che è positivo per tutti i valori di * 
diversi da *,, i quali valori soddisfanno alla I delle (1); quanto 
alla 2* delle (1) essa non è soddisfatta da alcun valore di *, dunque 
essa è impossibile. 

3° 6*— 4ac<0; le due radici *„ *», sono immaginarie. Ora 
se nel 1° membro della (2) faccio * eguale a zero, ho per risul- 
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tato c, cioè un risultato positivo (perchè c dev'essere positivo af- 
finchè abbia luogo la diseguaglianza b*— 4ac<0), dunque qualunque 
valore di x io sostituisca in quel 1° membro dovrò sempre avere 
un risultato positivo, perchè altrimenti la (2) avrebbe una radice 
reale compresa* fra 0 e questo valore (146, corollario 2°). Dunque la 
r della diseguaglianza (1) è sempre soddisfatta, e la 2* è impossibile. 

5 3 

Esempio. — Si ha la diseguaglianza a;*— ^-hg>0; l'equazione 



ci dà 



cioè 



5 l1 /5B 3 |/8 3. 

*,=1(10-H/Ì6), ^=1(10-1/46); 



cioè approssimativamente £,=1, 39874, .r f =0,268U. Dunque la 
diseguaglianza proposta sarà soddisfatta da tutti i numeri maggiori 
di 1 ,39§71, e dai numeri positivi e negativi minori di 0,26ò44. 

171. — Applicazioni. — Problema. 1° — Trovare sul lato AB 
d'un triangolo ABC un punto P tale che tirando 
da esso la retta PD ad un punto D del lato AC B 
compreso fra A e C, il triangolo APD sia una 
frazione data del triangolo ABC. 

Dai punti B e P abbassiamo le perpendicolari 
sul lato AC e poniamo AC=a, AD=#, BE=/?, 
PF=y, AB=6, AP=d, e supponiamo che si 



p/ 




/i 

/ 1 




/ lì , 


\ 



debba avere triangolo ÀPDr=— - triangolo ABC. 

Noi abbiamo dalla geometria: triangolo APD = y£2/ , 

triangolo ABC=-|-^, dunque sarà jf=^- Ma abbiamo pure dalla 

geometria l'eguaglianza -f- = 7"> dunque sostituendo nell'equazione 

" . dx in , il i • 
precedente, otterremo V equazione j^=- , dalla quale si ricava 

Ma affinchè il punto D sia compreso fra A e C è necessario che 
sia x<a, dovremo dunque risolvere la diseguaglianza -j^ < a 



rispetto a d; questa diseguaglianza equivale alla òm<(/n, dalla 



quale si ricava rf>— b. Evidentemente poi dobbiamo avere d<(>. 



n 



Dunque prendendo un valore qualunque di d compreso fra b e 

—6 e sostituendo nella (1), si troverà il punto D, e quindi il prò- 
n 

blema sarà risolto. 
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tn 3 3 
Per esempio, se — dovremo prendere d^-^b. Poniamo 

4 n 5 3 5 3 * 

d=-£-b; la (1) diventa x=-g-aò.^=^a. 

172. — Problema 2° — Inscrivere in un emisfero di raggio r 
tw cilindro la cui superficie totale sia eguale a quella di un qua- 
drato di lato k. 

Sia x il raggio OA della base ed a la 
lunghezza BA del lato o dell'asse del cilindro. 
Dovremo avere l'equazione 

2*r*(a-Kr)=*'. 0) 
Ma dal triangolo OAB abbiamo 

a t —r t —x\ (2) 

onde a=frV -a?». Sostituendo questo valore nella (1), essa diventa 
27rscf/r2 _s2=A* — ea * elevando al quadrato i due membri e 
quindi facendo la riduzione dei termini simili otteniamo l'equazione 

&tV— to(nr*-\-k*)x t +1?=!b f 
dalla quale ricaviamo x*=z — ^ — z:J/ I > ^ a — I , cioè 

x l =l[7rr 8 -h/c'±y(7rr 8 H-^)*-2^]. (3) 

Affinchè da questa equazione possiamo ricavare due valori po- 
sitivi di x* è necessario e sufficiente che si abbia la diseguaglianza 
(^rr'-j- A:*)'— > 0, cioè xr*+ *'>AV 1, dalla quale ricavasi 

A-*< ^-. ^ , ossia, moltiplicando i due termini della frazione per 

J/2-H, 

Ora la (1) ci dà a= , e quindi affinchè a sia positivo 

dev'essere 2ra*>0, ossia 

. (5) 

Questa disegtfaglianza dev' essere soddisfatta dai due valori di x' che 
fornisce la (3), quindi se è soddisfatta dal maggiore lo sarà anche 
dal minore. Dunque ci basterà che sia soddisfatta la diseguaglianza 

^> ^rM-A'+^rM-* 1 )'— 2A 4 ], cioè 

(«*+.*») > J/(*rM-A 8 )'— 2* 4 , (6) 

ossia ancora fc 8 — kt 2 > ^(nr'-hA*)*— 2A 4 . Questa diseguaglianza è 
impossibile se non è A'^^r*, cioè** — «■!•*> 0. Ciò posto (167, Prin- 
cipio 7°), potremo elevare i due membri della (6) al quadrato e ci 
risulterà f**— xr*)^ (k*-Hrr>)*— 2A 4 , onde 2* 4 >4*tV, e quindi 
A'^frr*. Dunque il problema ammetterà due soluzioni prendendo 
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Per k' un valore qualunque compreso fra 2-r* e ffr'tf/a-M). 
rendendo per esempio A*=2,10.^r , > e sostituendo questo valore 
nella (3) si ha 

afe4j[^r'H-2,10-r 2 ± ^(3,10/rr*) 1 — 2.(2,1 0/-VJ 

=j ( 3,1 0±: f/(3, 1 0)»- 2(2, 1 ())'= j (3,10:£ f/£?§) ; 
e quindi i due valori di x sono 

cioè approssimativamente #,=0,99.?', ay=0,74.r. 



CAPITOLO XXII. 

SUI MASSIMI E MINIMI DI FUNZIONI ALGEBRICHE 



173. — Si abbia una funzione algebrica F(#), e sia A il valore 
di ¥(x) corrispondente al valore x=a. Supponiamo che dato ad x 
a partire da a un accrescimento h si abbia F(a-|-/t)>A qualunque 
sia il segno di h; egli è evidente che se ci proponiamo di deter- 
minare il valore di x che rende F(#)=K, non potremo trovare alcun 
valore di x che soddisfaccia alla questione a meno che sia A. 
Parimente se per un valore 6 di x la funzione F(x) prende un va- 
lore B tale che, dando ad x a partire da b un accrescimento h y si 
abbia costantemente F(6-J-/<)<B qualunque sia il segno di //, nessun 
valore di e potrà soddisfare alla questione proposta se non è 
K ^ B. Dunque il valore dato K dev'essere compreso fra certi limili ; 
e questi limiti si chiamano il massimo e il minimo di F(.r). Nel 
nostro caso A sarebbe il minimo e B il massimo. Così nel pro- 
blema del numero precedente noi abbiamo veduto che i valori di 
x forniti dalla (1) non potevano soddisfare alla questione almeno 
che la quantità k* fosse compresa fra ìdue limiti 2~r* e 7rr*(f/I -+- 1 ) % 
dunque 2^r* è il minimo, e 7rr*(i/a è il massimo della fun- 
zione 27r.T(a-Kr) ossia di k* che soddisfacciano alla questione. 

174. — Moltissimi problemi si possono dare sui massimi e i 
minimi; ma noi risolveremo solamente alcuni di quelli che riguar- 
dano le funzioni più semplici. 

Problema 1° — Data la somma a di due quantità reali deter- 
minare i limiti fra cui è compreso il prodotto delle stesse quantità. 

Se chiamiamo q questo prodotto , le due quantità saranno le 
radici dell'equazione di secondo grado ax-\-q=0, la quale ci dà 

fl . i/o 5- .. 

x= 2-r t«) 
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Ora dobbiamo distinguere due casi; i° q<fi: allora -r— q sarà 

positivo qualunque sia il segno di a e il valore di </; 2° <j>0: i 

due valori di x diventano immaginari quando si supponga q>-r- 

Nel primo caso non v'ha alcun*iimite di q, nel secondo q non ha 

minimo, ma il suo valor massimo è a cui corrispondono le 

due radici eguali x<=x t -=.^ : dunque questo problema si poteva 

enunciare in quest'altro modo : Dividere il numero a in due parti 
il cui prodotto sia massimo , e la risposta sarebbe che le due 
parti deobono essere eguali alla metà di a. 

Problema reciproco. — Trovare il minimo della somma di due 
numeri il cui prodotto è un numero positivo q. 

Sia a la somma domandata, i due numeri sono dati dalla (1), quindi 

et* a 

essi diventano immaginari se -£<q, cioè se <j/q, cioè ancora se 

a<3\/q\ dunque il minimo di aè^f/q. Questo risultato del resto 
si poteva avere in quest'altro modo. Se </ è il prodotto massimo 
di due fattori che hanno per somma a, in qualunque modo si di- 
vida in due parti una somma più piccola di a, queste due parti 
non potranno più dare per prodotto q, quindi q dovrà essere il 

quadrato della metà di a, cioè dovrà essere tf=^-, donde si ri- 
cava a=%j/q. 

1 75. — Problema 2° — Dividete un numero a in m parti tali 
che il loro prodotto sia massimo. 

È evidente che il prodotto delle m parti ha un massimo, poiché 
ciascuna di esse dev'essere minore di a. 

Siano x, $ due delle parti domandate e sia p il prodotto delle 
altre, e P il prodotto di tutte le m parti; sarà pxy=P. Ora se 
x e y fossero differenti tra loro, il prodotto xjj sarebbe minore del 

prodotto ^^.^Y^delle due metà della somma x-hy, quindi sa- 
rebbe p(j^^I>V, e P non sarebbe più il prodotto massimo; 

dunque dovrà essere #=t/, cioè due qualunque delle parti debbono 
essere eguali tra loro, cioè le m parti debbono essere eguali fra 

loro e perciò eguali ad ~. 

m 

Problema reciproco. — Trovare il minimo della somma di m 
numeri, il cui prodotto è P. 

Sia a la somma di m numeri il cui prodotto massimo è P. 
Noi abbiamo visto che si ha 

quindi se si prendono ?n numeri la cui somma sia minore di a 
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il loro prodotto sarà evidentemente minore di P, dunque il mi- 
nimo di a è quello ricavato dalla formola (2), la quale ci dà 

wt 

a=zmVF. 

176. — Problema 3° — Dividere un numero a in due parti 
x, y tali che il prodotto x m y" sia piassimo, essendo m ed n due 
numeri intieri dati. 

Sia P il prodotto massimo, sarà x m u"=P, e quindi 
£"V P P 

—j2-z=—- -, e — -~ sarà il prodotto massimo dei due fattori 
m"n" in n n m m n n 

, - per gH stessi valori di x di y che rendono massimo P. 
tu n 9 

. x m x x x V* V V V n • j- i j 

0ra ^=-- — • — ••••> £?="£' « ' « Q uindl ^prodotto 

m m m m m n" n n n r 

degli w + n fattori ~ ^ , la cui somma è 

° mi ni m m 

m hn-^=x-4-y=a, sarà massimo quando sia — =-= — ■ — , 

m n m n m-\-n 

donde ricavasi 

x m n 

Per es., se w=2, n=3, a=lO, sarà 
j*=3a, y=^a, cioè .r=4,t/=6. 

Problema reciproco. — Trovare minimo della somma di 
due numeri x e y essendo dato i7 prodotto x"y n =P. 

Sia a la somma domandata; P rappresenterà il valore massimo 
di x'W, quando si prendano per x ed y i valori che soddisfanno 
alle (3), e sarà allora 

Dunque un valore di a minore di quello fornito dalla (4) diviso in 
due parti x lt y x darà un prodotto &* m y* evidentemente minore 
di P, dunque il valore di a che soddisfa alla (4) è il minimo do- 
mandalo. Da questa eguaglianza ricavo 

wH-w "+!L 
Vm m n n 

177. — Problema 4° — Trovare fra quali limiti dev'essere com- 
preso il valore deW espressione ^ x ^_^ x _^ c affinchè x sia reale. 

Poniamo 

ax'-\-bx-\-c 

ai x*+b % x+cr m ' W 
Facendo sparire il denominatore e riducendo ricaviamo l'equazione 
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(a-ma x )x t ~Hb~ w6,)*-K— wc,=0, dalla quale si ricava 

Poniamo ^(6 — mò,)' — A(a—ma i ){c—mc i )=k; elevando i due 
membri di questa eguaglianza al quadrato, ed eseguendo le ope- 
razioni indicate si ottiene 

(6?— 4a 1 c 1 )w , ^-(4«c 1 ^-4a t c-266 1 )?n^-6 , — 4ac=* 2 . (2) 

Affinchè x sia reale dev'essere A*>0. Siano m„ m, le radici del- 
l'equazione 

(6«— 4a 1 c,)mM-(4ac 1 -+-4a 1 c— 2W t )«H-6*— 4ac=0. (3) 

Potremo porre A*=(w— t?i,)(w— m,). Ora dobbiamo distinguere 
tre casi: 

1° b\— -4a,c,>0: sarà A 8 >0 pei valori di m non compresi fra 
t», ed m, , se queste radici sono reali e diseguali, pei valori di m 
diversi da ro, se m<=:m t , e per qualunque valore di m 9 se m, e 
m, sono immaginarie (170). 

2° b\ — 4a 1 c 1 <0: allora possiamo scrivere 

— A , =(4a 1 c l — 6;)m*— ^ac-r^c— 2600;»— (6*— 4ac) ; (4) 

e affinchè sia A*>0 dovrà essere — A'<0, e quindi k*>0 per tutti 
i valori di m compresi fra le radici wi, e m a , e crueste radici sono 
reali perchè altrimenti nessun valore di m potrebbe soddisfare alla 
condizione —£'<(), e quindi nessun valore di m potrebbe sod- 
disfare alla (1), il che è assurdo. 

3° b\— 4^=0 : allora la (2) diventa 

A , =(4ac 1 -h4a 1 c— Vbbjm+b'— Aac , 

e affinchè sia fc*>0 basta che sia 

w ^4ac 1 +4a 1 c-266 1 ' w 

Si prenderà il segno superiore o l'inferiore secondochè il coeffi- 
ciente di x è positivo o negativo. Dunque tutti i valori di m che 
soddisfanno alla (5) soddisfaranno anche alla (1). 

Dunque nel 1° caso non v'ha nè massimo nè minimo di », nel 

2° caso una delle due radici m t , m, sarà un massimo e l' altra 

un minimo, e nel 3° caso avremo solamente un massimo od un 
minimo che è dato dal secondo membro della (5). 

Esempio i° — Trovare il massimo dell'espressione (f±£}(£z^. 

Poniamo (x-+-a)(x — b)=mx* t donde (m— \)x* — (a—b)x-\-ab=.Q , 

a — 6 i/f a— 6 T 2 ab 

e ricaviamo x=- -±. \ =- — — ——. , ossia 

2(m— 1) ' [2(w— *)J i» — 1 

^ 2(mLl )L fl - 6:±=// (a-6)'-4a6(m-1 )] , 
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e semplificando il radicale, 



x=^^ ) la-b±ì / (a-^by-^bml 

Affinchè x sia reale bisogna che sia (<H-6)*— Aabm > 0 , cioè 
Aabm <(a-\-b)*. Dunque se a e b hanno lo stesso segno, il mas- 

simo valore di m sarà ^ , che corrisponde al valore 



_ a—b _ Jìab{a-b) _ <ìab 



*"V<«+*)' A~ (a-by-a-b- 



Se a e b hanno segni contrari , V espressione proposta non ha 
alcun massimo. 
Esempio 2° — Trovare il massimo dell'espressione 



a-r-x-\- 



Poniamo quest'espressione eguale ad m e ne ricaviamo V equa- 
zione a'— j^-Ka-Hc) f =iw(a— x), cioè (m-+-2a)aH-2a f — ma=0, da 

. . 14 . ma — 2a* m — 2a ^ . 

cui si ottiene x= m _^ a — a m _+_o a ' Dunque se x può essere un 

numero reale qualunque, l'espressione proposta non ha massimo, 
ma se x dev'essere positivo, allora bisogna distinguere due casi: 
1° caso, a>0; allora dev'essere w>2a; dunque non v'ha 
massimo. 

2° caso, a <0 ; allora dev'essere negativo, e quindi m 

dev'essere compreso fra 2a e — 2a: dunque il valore massimo di 
m è — 2a; ma questo corrisponde ad un valore infinito di x, 
dunque col crescere di x il valore dell'espressione proposta s' av- 
vicina a — 2a senza però mai poter raggiungere questo limite. 
Esempio 3° — Trovare il minimo dell'espressione 

a-\-x a—x 
a—x a-\-x ' 

Ponendo questa espressione eguale ad m si ottiene l'equazione 
(q-hx) i -Hfl-^) t = (ft'— ossia (wH-2)^-h(2—w)a , =0, donde 

si ricava #=±a|/ ^^ ; dunque affinchè x sia reale dev' essere 

m>2 se positivo , e m<— -2 se negativo. Dunque considerando 
solamente i valori positivi dell'espressione proposta, il suo valore 
minimo è 2 che corrisponde al valore x=0, il che del resto era 
evidente a priori. 
Esempio 4° — Trovare il massimo dell'espressione 

i , (fl-ht-)' 
fl-HH — - — — - • 
x — a 
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Ponendo quest'espressione eguale ad m ne ricaviamo l'equazione 
2^*-h(2rt— m)x+ma—O y donde 



m— 2n / ( m —'ìay ma 

16 T' 



ossia x=^(m—2a)±:^ / (wi~2fl) , -8?/irt. Aflìnchè a; sia reale bisogna 
che sia (m — 2a)' — 8ma>0, cioè wi f — 12m(M-4a f >0. Ora le radic i 
dell' equazio ne m'— 1 2m/H-4a'=0 sono m , = GcH-^SGft* — 4a 8 , 

w,=6a— ? / 36rt t — 4a f , cioè m.^G-Hi^) , m t =(6— 4^2); dun- 
que l'espressione proposta non ha massimo potendo prendere qua- 
lunque valore maggiore di a (G-M-jAi). Il che del resto si accorda 
col 1° caso del problema generale. 

178. — Problema 5° — Trovare i tre spigoli d' un parallele- 
pipedo rettangolo di superficie data S e di volume massimo. 

Siano x, y, z i tre spigoli domandati e V il volume del paral- 
lelepipedo; noi avremo le due equazioni 2(a#-+1/z-Ks)=S, xyz=M. 

Ora xy.yz.zx = \ t e xy~\-xz-\-zx—-^-; dunque affinchè il prò- 

dotto V* sia massimo bisogna che sia xy—yz=zzx , cioè &=z\j=z , 
e quindi il parallelepipedo è un cubo; si avrà poi 6jc*=S, onde 

Problema reciproco. — Tra i parallelepipedi di egual volume 

V guai è quello di superficie minima? 

Siano .r, y t z i tre spigoli del parallelepipedo, e S la superficie 
minima. Se supponiamo clic V sia il massimo volume corrispon- 
dente alla superficie S, egli è evidente che prendendo i tre spi- 
goli y, z diversi tra loro, sebbene in modo che S non sia alte- 
ralo, il volume ottenuto sarà minore di V, dunque dev'essere 
x-=zyz=z, e perciò ciascuno di essi spigoli dev'essere eguale a 

3 

V V . Questo problema si può anche risolvere in quest'altro modo: 
Noi abbiamo le due eguaglianze xy-\-yz-\-zx=--^ , xyzz=\, ossia 
xy.yz.zxzzz\*: dunque il problema si riduce a cercare il minimo 

della somma di tre numeri xy, yz, zx di cui il prodotto è V 1 , e 

S 

dal problema reciproco del 2° (175) troviamo che la somma 
è data dalla formola -^=3j/v«, onde S=6//T»=6(j/v cioè S 

2 3 

è la superfìcie d'un cubo il cui lato sia V\ . 
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CAPITOLO XXIII 

SUI LIMITI. 



179. — Nei capitoli precedenti ci è occorso sovente d'introdurre 
nelle proposizioni o nelle dimostrazioni la parola limite, della 
quale non abbiamo dato la definizione, bastandoci il suo significato 
nel linguaggio comune. Ora ne daremo la definizione matematica, 
la quale ci servirà a dimostrare importanti teoremi. 

Dicesi limite d'una funzione ad una variabile la Quantità finita 
e determinata L verso la quale converge il valore della funzione 
quando si fa convergere il valore della variabile contenuta nella 
(unzione verso una quantità determinata a; cosicché si può dare 
alla variabile un valore cosi vicino ad a, che la funzione prenda 
un valore che differisca quanto poco si vuole da L. Per esempio, 
l'espressione a converge verso zero quando si faccia convergere 
il valore di x verso la quantità costante a, cosicché per x=a la 
espressione assume il valore zero ; dunque si dirà che il limite di 
x — a è 0 per x=xi. Può anche avvenire che la funzione non abbia 
limiti per certi valori cui si faccia tendere la variabile: per es., 
l'espressione ani* se w>1 cresce oltre ogni limite facendo cre- 
scere x: in questo caso si dice che am x ha per limite 1 infinito. 

La teoria aei limiti si fonda sul seguente principio: — Se due fun- 
zioni d'una variabile prendono valori eguali per qualsiasi valore 
della variabile, i limiti delle due funzioni sono eguali. 

480. — Teorema. — Se il valore d'una funzione A, per qua- 
lunque valore della variabile è costantemente compreso fra quelli 
di due altre funzioni B e C che hanno lo stesso limite, il limite 
di A sarà eguale a auello di B e C. 

Siano A', B', C ; , i limiti rispettivi di A, B, C; chiamando a, fi, y 
tre quantità piccole quanto si vuole, noi possiamo porre 

A=A'+a, B=B'-hj3, C=Cq-7. (I) 

Supponiamo che sia B<C, noi abbiamo per ipotesi C— B'=0. Ora 
noi possiamo stabilire le seguenti due diseguaglianze: 

A<B-h(C-B), A>C-(C-B). (2) 

Sostituendo ad A, B, C i loro valori (1), le (2) diventano 

A' <B'-+-(C— B')-W3-«-H'-/3 , À'> U-(a-W)+y-x— 7 4-J3. 

Ma siccome a, fi, y si possono considerare piccole quanto si 
vuole, si potranno considerare piccole quanto si vuole anche le 
quantità y — a, J3— a; cosicché i secondi membri delle disegua- 
glianze precedenti hanno per limiti rispettivamente B r -+-(C — B')=C', 
C— (C— B')=B', cioè, siccome B'=C , hanno lo stesso limite, 
quindi A'=B'=C, 
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181. — Teorema. — R limite della somma di più funzioni è 
eguale alla somma dei limiti delle funzioni. 

Siano A, B, C, D,... le funzioni aate, e A', B', C, D',... i loro 
limiti, cosicché sia A=AM-a, B=B'-H?, G=U+y, DzrlV-hS,...., 

essendo a, fi y y, S, quantità che si possono rendere piccole 

quanto si vuole. Noi avremo 

A-4-B+C+D-K • • =(A'-Hx)-h(B'-hi?)-h(C , -+-r)-+-(D'-h5H-. 

cioè A-hB+C+D-K . . =A'+B'H-C / +D'H-. . . + a +j3-hy-|-H-. ... Sia 
X la maggiore e y. la minore delle quantità a, J3, 7,..., e suppo- 
niamo che le funzioni date siano in numero di p, avremo eviden- 
temente 

A+B-hC-f-EH-. . . <AM-B'+C'H-D'-K . .+p\ 
A-hB-hC+D-K • • > A'-hB'-hC'+D'H-. ..H-pj*. 

Ma essendo X e y. due quantità piccole quanto si vuole, anche 
p\ pn saranno piccole quanto si vuole ; e quindi (180) 

/iro(A+B+C+D+ . . .)=A'+B'+C'+D>4-. . . .=/tmÀ+fcmB+tònC+. . . . 

182. — Teorema. — R limite del prodotto di due funzioni è 
eguale al prodotto dei limiti delle due funzioni. 

Noi abbiamo AB=(A , -+-a)(B / -H3)=A'B'-f-aB / -hi3A'-Hci3- Suppo- 




Corollario 1° — R limile del prodotto di più funzioni è 
eguale al prodotto dei limiti di Queste funzioni. 

Corollario 2° — R limite della potenza m" lnw d'una funzione 
A è eguale alla potenza m nìa * della funzione A. 

183. — Teorema. — // limite del quoziente di due funzioni è 
eguale al quoziente dei limiti delle due funzioni. 
Questo teorema si può considerare come un corollario del pre- 

cedente. Infatti si voglia il limite del quoziente • Poniamo 

A = Q, donde A=BQ, e siano A', B', Q' i limiti di A, B, Q; pel 

teorema precedente abbiamo A'=B'Q', donde Q'=-g/ , cioè 

A UmX 

Ma questo teorema si può anche dimostrare direttamente. Noi 

.1 . A A— Ha . >. 

abbiamo ^ — , e quindi 

aB'— j3A' 
B'(B'-f-£) ' 
e supponendo a>j3, avremo 

A. A' B'— A' A . k! , m W±A! 
B > B' B'(B'-+-a) ' "F "B' B'(B'-Ha) ' 



A M /Mj-a À'\ A' 

B— B>+\WTfl W)~ B' 
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p/ \f B'-l-V 

Ma i limili di «j^q^y , *g7^pr~} sono zero , dunque (180) 

.. A A' 

184. — Teorema. — Il limite della radice in"'"» d'una fun- 
zione A è eguale alla radice m Mlma del limite della funzione A. 

Questo teorema è un corollario del corollario 2° del teorema 

del N. 482. Infatti poniamo / / A=P, risulterà A=P"' , quindi se 
chiamiamo P' il limite di P, sani per il corollario suddetto À'ssP^j 

m m 

e quindi / / iV=P'=/rm J / A . 

Moltissimi altri teoremi si possono stabilire sui limili, ma le di- 
mostrazioni si fondano su considerazioni d'ordine superiore agli 
elementi finora trattati : ne daremo però alcuni come applicazione 
della teoria dei logaritmi. 

185. — Termineremo questo capitolo con un'osservazione mollo 
importante stantechè essa serve a distruggere l' indeterminazione 
che si presenta talora volendo cercare il limite d'un quoziente. Si 

voglia, per esempio, trovare il limite di — — per x=za. Se ap- 
plichiamo il teorema del num. 182, troviamo che questo limile è 
^, cioè una quantità indeterminata qualunque sia m, mentre sap- 
piamo che, se m è intiero e positivo x m — a m è divisibile per x — a 
ed il quoziente è x m ~ 1 +ax"~*+a*x m -' A -\-. . .-+-a m ~*x-+-a"'- ì , e quindi 

per x=a si ha lim - ~ a — ma'"" 1 . L'indeterminazione che qui 
1 x — a * 

si presenta, applicando il teorema del num. 182, risulla dal fattore 
x — a comune ai due termini della frazione proposta, fattore che 
si annulla per x=a, e che perciò si doveva togliere prima di cer- 
care il limite. Ora siccome noi sappiamo che se a e radice del- 
l'equazione F(.r)=0, F(x) ò divisibile per x — a, cosi prima d'ap- 
plicare il teorema suddetto converrà vedere se il valore aò\ x per 

cui si cerca il limite di -~ annulla ad un tempo A e B, nel qual 
caso si dovranno dividere A e B per x — a \ allora chiamando A,, 
B, i due quozienti, il limite di -g- sarà eguale a quello di Po- 
trebbe darsi che a fosse una radice anche delle due equazioni 
A,=0, B,=0, e allora si dividerebbero ancora A, e B, per x— a, 

e chiamati A 8 , B, i quozienti, si cercherebbe il limite di ~ che 

sarebbe eguale a quello di ~ ; e così si seguiterebbe finché si 

giungesse ad una frazione i cui due termini non si annullassero 
più ambedue per x=.a. 

Applichiamo queste considerazioni al seguente 

Problema. — In due punti A, B sono situate due fiamme di cui 
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le internila sono rispettivamente 1, V ; trovare sulla retta A B un 
punto C che sia egualmente illuminato dalle due sorgenti di luce. 
Sia d la distanza AB, chiamiamo x la distanza incognita AC. Noi 

i i j R sappiamo dalla fisica che le quantità 

A C di luce che due punti ricevono da una 

fiamma sono inversamente proporzionali ai Quadrati delle distanze 
di questi punti dalla fiamma. Ora le quantità l, V rappresentano 
rispettivamente le quantità di luce che ricevono dalle fiamme A e B 
due punti posti all'unità di distanza dalle relative fiamme. Quindi 

la quantità di luce che il punto C riceve dalla fiamma A sarà , 
e quella che lo stesso punto C riceve dalla fiamma B sarà 7-3 — 

IV (d—xy 

Noi avremo quindi a risolvere l'equazione ^—^_ x y , da cui si 
ricava quest'altra (l— l')x*— M*-M<i'=0 ; e questa ci dà 

=jLidl±VdH*-Ul\l--l')i, ossia semplificando, x~d l -=^-, 

e perciò x~d ^ , x"—d -py . 

Se noi supponiamo 1>V> risulta x ! >d e x" <d, e quindi abbiamo 
due punti che rispondono al problema, uno compreso fra A e B, 
l'altro sul prolungamento della AB dalla parte di B. 

Ma se facciamo 1=1' allora x' diventa infinito, il che è facile a 
spiegarsi, ex" diventa d.-jj, cioè prende una forma indeterminata, 

ci 

mentre è evidente che in tal caso x" dev'essere eguale a 

dunque l'indeterminazione è solo apparente. Per togliere questa 
indeterminazionedividiamo l — V per J— J/T7, troviamo per quoziente 

completo /-+- j7== dunque x"=d ^J^^- . Ora se fac- 

ciamo 1=1', ci risulta x"=d~j=^. 

Questa indeterminazione nasce dunque dal fattore l—yit comune 
ai due termini della frazione x", fattore che si annulla se si fa 1=1'. 
Questo fattore si può rendere estensibile ponendo l'=kl, allora 

si ha x'i=d l ^^d^~. Ma 1-A=(1-^)(l+//fc), dunque 

x"=d~. _ t ; e si è così messo a scoperto il fattore 1 — Vk 

comune ai due termini della frazione. Ora se l=v sarà «=1, e 
quindi il fattore 1— yH si annulla: togliendo questo fattore ci resta 

1 d 
g":=d|-T-p|, e quindi se 1=1' otteniamo d 1 —^ 

d !» d 

Osservazione. — Ponendo V~U y si ha i+pl' 



Levi « 
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Se l>l' sarà A<1, e quindi 1+f/ft<2 e quindi a>">4 e a mi- 

2 

sura che À' cresce avvicinandosi ad 1, i punti x\ x" si allontanano 
sempre più dal punto B l'uno a destra e l'altro a sinistra, ed il 
secondo punto s'avvicina continuamente al punto di mezzo della 
AB, a cui non giunge, che quando si faccia k=ì. 
186. — Si può in questo caso far uso anche del seguente 
Teorema. — Se il valore a di x annulla ad un tempo i due 

termini della frazione - f j—[, sarà lim-^ • essendo F'(a), 

f(a) i valori dei primi polinomi derivati rispettivamente di F(x), 
f(x) ver x=a. 
Infatti sia 

F(t)=P^-HQx , "- 1 -|-. . . H-To-t-U, f\,r)=px»-r-qx«- l -+-. . . -\-tx-\-u. 
Poniamo x=a-\-h, avremo 

F(x)z=F(a+h)z=z¥(a)+hV>(a)+ ^V ,f (a)+. . .+ P/r , 

f(x)=f(a+h)= f(a}+hfi{a)+ y f ''(*)+- ■ 
e quindi 

F^)_ F(a+A) _ ' , ' (a)+A|F,(a) - | -T F " (a) - t -- | - P/ '"'' 
f(x) f(a+h) f(a)+h[fl{a) + *.^ (a)+ ...+P&.-1] 

Perciò se F(a)=0, f(a)=0, avremo, dividendo per h i due ter- 
mini della frazione (K), 

Y{x) F'(a)+yFV'(aH....4-PA-» 

Quest'eguaglianza deve aver luogo qualunque sia h, dunque anche 

pel valore h=zO, e allora si ha 7t-t=7^t=-777-t- 

f&) f(a) f'(a) 

Se il valore x=a annullasse anche F'(a) e f'(a), allora la (1) 
ci darebbe, dopo aver diviso per h, j^z=^J^; e in generale 
se per x=a si annullano F(x), f(x) e le loro prime r derivate, sarà 

F (*)_ F(r+1) (") 

lTj(x)-f^\ay 

F(x) 

In questo caso il limite di per xz=a si chiama anche il 

valor vero della frazione per xz=a. 
Si voglia per es. trovare il valore vero della frazione 

F(.x) _ x 3 — Aax'-r-ba'x - 2a 3 
f(x)— x'-a 1 
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I due termini di questa frazione si annullano per jc=a, ora 
F'(x)=3x'-Sax+$a\ quindi F / (a)=3a'-8a , -+-5a I =0, 

f'(a)=z%a, dunque UmJ£l= JfìsA 

Supponiamo che sia ancora F(x)=x 3 ^ 4a#M-5a'.r— 2a 3 , ma 
f(x)=zx 3 — 3a 2 £; in questo caso sarà f f (x)z=3x*— Sa*, e quindi 
/ ,/ (a)=0. Allora si ricorre ai secondi polinomi derivati ; F f, (x)—6x—Sa } 
f"(x)=z6x, dunque F"(a)=— 2a, f"(a)=6a, dunque 

F(f) = _ |a = _ 1 

SS A*) 8a T 



CAPITOLO XXIV. 

SULLE PROGRESSIONI ARITMETICHE. 



187. — Dicesi progressione aritmetica o per differenza una serie 
di termini tali che la differenza fra un termine e il precedente sia 
costante ; questa differenza chiamasi la ragione della progressione. 
La progressione dicesi crescente o decrescente secondochè la ragione 
è positiva o negativa. 

Si abbia la progressione 

~a.b.c.d....f.g.h.l. (k) 
composta di n termini, e sia 5 la ragione; noi abbiamo 
b=a-hó, c=6-f4=a+2o\ d =< H-$=cH-3$,..., 
e in generale 

faM-(n-l)*. (1) 
Da questa eguaglianza ricaviamo 

La formola (2) ci serve a risolvere il seguente problema. 

188. — Problema. — Inserire fra due termini consecutivi d'una 
progressione aritmetica un numero m di medie aritmetiche , cioè 
m termini che formino coi due termini della progressione fra i 
quali sono inseriti una nuova progressione. 

La formola (2) ci dà subito la ragione della nuova progressione. 
Difatti siano a, b i due termini fra cui si vogliono inserire gli altri 
ro, avremo una progressione di wH-2 termini, di cui iM° è a e 
l'ultimo 6; quindi chiamando r la ragione di questa progressione, 

sarà cioè *=sir (3 > 

Allora cambiando nella (1) 5 in r si potrà con essa formola trovare 
un termine qualunque della nuova progressione. 
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Si abbia per es. la progressione -=-7. 12.17.22...., e si vogliano 
fra 7 e 12 inserire 8 medie aritmetiche, la ragione sarà r =g-> e 
allora il quarto termine, per es., della nuova progressione sarà 

7+3.1=8+1 
Dalla (S) si scorge che, se inseriamo fra b e c, fra c e d,. 



altre m medie aritmetiche, abbiamo tante progressioni le quali 
hanno tutte la stessa ragione, e siccome l'ultimo termine della 1* 
è il primo termine della 2 a , l'ultimo termine della 2* è il primo 
della 3',...., tutte queste progressioni ne formano una sola di ra- 
gione r. Inoltre qualunque sia 5, noi possiamo prendere m grande 
abbastanza perche r sia piccolo quanto vogliamo, cioè perchè un 
termine qualunque di questa progressione sia pochissimo differente 
dal precedente, cioè finalmente perchè i termini della progressione 
variino in modo così -poco sensibile come vogliamo. 

189. — Problema. — Stono a, b due termini consecutivi d'una 
progressione aritmetica. Si domanda quante medie aritmetiche bi- 
sogna inserire fra a e b perchè un numero n compreso fra a e b 
sia un termine della nuova progressione, e qual posto occupa questo 
termine nella nuova progressione. 

Sia x il numero dei termini da inserire, y il numero dei ter- 
mini della nuova progressione da a sino ad n inclusivamente ; po- 
niamo b— a=5; la ragione della nuova progressione è — 7 , e 
quindi il termine n che occupa Yfp*» posto è dato dalla formola 
n=a-\-(y— 1 );jrpj> da cui si ricava l'equazione Cr+1 )(w-rt)=(y— 1 
cioè 

(n— a)x— 5y=a— -n— 5. (4) 

I valori intieri e positivi di x e di y che soddisfanno a questa 
equazione risolvono il problema. Ora quest'equazione è soddisfatta 
dai valori ar=— 1, y—\, dunque se a, n, 5 sono intieri, la (4) 
sarà soddisfatta da tutti i valori intieri di x e di y della forma 

x=h—i, y=(ii— *)H-1 (5) 

(v. num. 110). Che se alcune delle quantità a, n, 3 sono frazio- 
narie, allora l'equazione (4), liberata dai denominatori, prende la 
forma 

A*-Rt/:=C, (A 1 ) 

e quindi le (5) diventano 

x=\M-\ , ?/=AH-1. (G) 

Dando a t un valore qualunque intiero e positivo, le (5) o le (6) ci 
daranno un sistema di valori di x e di y cnc risolvono il problema ; 
dunque il problema ammette un'infinità di soluzioni; il che del 
resto è facile a dimostrare a priori. Sia difatti a, J3 un sistema 
di valori di x e di y che soddisfanno al problema. La nuova pro- 
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gresssone avrà a+2 termini, dei quali il termine fi eiim0 sarà n. Se 
ora inseriamo fra il primo e il secondo termine, fra il secondo e 
il terzo,...., fra r(a-j-1) w, ' w ' e r(a-h2)«"*" w termine di questa pro- 
gressione t medie aritmetiche, risulterà una nuova progressione di 
H«+i)+«+8 termini, «di cui il termine [t(fi—l)-\-p} timo sarà n; 
dunque i valori 

:=%-MH-a, y=((£-1H-j3 • (7) 



/4__ 3_\ 58 __3 ± 58 
V17" 'I9r 475 y— i 9 17 



soddisfanno al problema, e siccome t è indeterminato le (7) dànno 
un'infinità di soluzioni. È facile il dimostrare che le (7) sono iden- 
tiche alle (6). Difatti possiamo prendere per a e fi i valori di x 
e di y che dànno le (6) facendo tei, cioè possiamo prendere 
a=B— 1, £=A-H. Ora se sostituiamo questi valori nelle (7) ab- 
biamo evidentemente le (6). 

3 7 4 
Esempio i° Poniamo , 6=^g , n=^ ; sarà 

s 7 3 58 
*=R- 19=475' 

Quindi l'equazione (4) diventa nel nostro caso 

" 475" 

Se facciamo sparire i denominatori e quindi semplifichiamo, ot- 
teniamo l'equazione 625x— 986i/=— 1611; dunque ì valori di s e 
di y che soddisfanno al problema sono dati dalle formole 

a,=986*-1, t/=625l-H. 
Facendo successivamente 

/ eguale a 1, 2, 3, 4, , abbiamo i seguenti sistemi: 

valori di a:: 985, 1971, 2957, 3943 , 

valori di y : 620, 1251, 1876, 2501 

Esempio 2° — Sia a=— 3,475, 6=5,874, n=1; sarà 5=9,349, 
quindi la (4) diventa 4, 475*-9,349j/=— 13,824, onde 

*=9349<-1, ?/=4475H-1. 

190. — Teorema. — La somma dei termini equidistanti dagli 
estremi d'una progressione aritmetica è costante. 
Consideriamo la progressione (4): noi abbiamo 

a=b—ó, b—c — S, c—d—^ ; 

J=A-h$, h=zg+Z, 9=f+%, 

Sommando membro a membro ciascuna eguaglianza della l' linea 
e la sottoposta, otteniamo a-r-l—b-r-h=c-r-g—d-r-f=. .... 

Con questo teorema è facile di trovare la somma dei termini di 
una progressione. Sia S questa somma, sarà 

S=a-hò+c-HM-. . . -hf-hg-r-h+l, 
ossia ancora S=/-f-A-hf7-h/ 1 f-. ..-4-^H-c-h^-ha- 
Sommando termine a termine queste due eguaglianze otteniamo 
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)ssia 2S=n(a4-/) onde 



a-hl 



(8) 



191. — Colle formole (1), (8) fra le cinque quantità a, /, «, 
>, S possiamo trovare due di queste quantità quando sono date le 
iltre tre; quindi si possono dare tanti problemi quante sono le com- 
ìinazioni di cinque quantità 3 a 3, cioè dieci problemi. Nella tavola 
e^uente sono segnati i dati e i valori corrispondenti delle inco- 
rnile di tutti questi dieci problemi. Lascio per esercizio del lettore 
li trovare questi valori delle incognite per mezzo delle equa- 
iioni (4), (8). 




1 

2 
3 
4 
5 



7 

8 

9 



10 



a, 5, n 

l, 5, n 

a, n, l 

*, n, S 

à, », S 



G l, », S 



a, o, / 
a, /, S 

a, 5, S 



'=a-Hn-l)o, S=-j[2a-Kw-i)S] 
a=/-(n-1 )$, S=~ [SHfH ) 3 ] 



n 



2S-(»— 4)»3 2S+M(n-1)o 



2» 



2n 



, 2S ._ 2(S— g») 

a ' °- »(»-!) ' 



n 

_2S 2(n^-S) 
~~» ' n(w-4) ' 

5 ~ M ' ^~ 25 ' 
w _ 2S ^_ (/+a)(/-a) 

_à -<ìa±.V{ \ — 2a) > h-83S 
2 



$-h2fc« / <5H-2/) , -8$S 
w — 



' ^(a+2<)'-83S 

a j 
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1 92. — Applicazioni. — 1° Somme delle potenze simili dei termini 
d'una progressione aritmetica. — Noi abbiamo trovato le rela- 
zioni l>—a-h?, c=ò-+4, , l=h+o. Elevando i due 

membri di ciascuna di queste eguaglianze 'alla potenza (m-{-\) ttima 
colla forinola Newtoniana, abbiamo 

Sommando queste eguaglianze membro a membro e quindi sop- 
primendo i termini comuni ad ambidue i membri dell'eguaglianza 
che risulta, avremo la eguaglianza 

+ (m ^ )m 3'(a— H^-'+c-H-. >)+ 

Poniamo aH^— ....H-^H-J"=S», sarà 

+ (m + 1)m(p1) ^^,.^ 
dalla quale si ricava 



!fcl)5' ( S.- s -i-')-.... 



(L) 



Facciamo successivamente in questa formola ra=0,1,2,....: ci do- 
vremo naturalmente arrestare al termine in cui entra il fattore 

m— m=0, quindi avremo S 0 =1-f-^^-=l-H*— 1=w, 

S, - /H "~25 f *<&H>=H- "25 ~ ' 

onde 

25 - 25 * 

Se noi supponiamo a=1, 5=1, la progressione diventa allora la 
serie dei numeri naturali 1.2.3 n, e la formola (L) diventa 

q - . 1 m /C , _ ,* m(m — 1) /c „ 
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e quindi facendo successivamente «1=0,1,2,8,..., troviamo 

n(n+i) c W—3n'+n _n( »+ 4)(2/i+4 ) 
S 0 =n, ^ — ' s «- 6 "* 6 

n nM-2n 3 +n 2 _ n'(K+l)' _« 

b »= — ì — — — i 

20 24 

Per es. avremo 4 +2+3+... +20= —^-=210, 

1 .+*+3'+. ..+20^=^^=2870, 
1M^+3H%..-H0^^J^210) =44100,.., 

493. — 2° Pile triangolari e quadrangolari. — Le palle da can- 
none del medesimo calibro sono comunemente disposte in pile. 
Quéste pile sono di tre sorta. La pila triangolare è formata nel 
seguente modo. Si dispongono sul terreno n palle coi centri in 
linea retta, accanto a queste e negli intermezzi si dispongono altre 
n—4 palle, e accanto a queste» si dispongono nello stesso modo 
n— 2 palle, e cosi di seguito finché con un'ultima palla si viene a 
compiere un triangolo equilatero, in cui il numero delle palle è dato 
dalla formola 

n(n+1) 

n+(n— 1 )+(iH-2)+. . ..+SM-2+1 =S,=-^ — . 

Su questo strato si forma un altro triangolo equilatero il cui 
lato ha solamente n—4 palle, e del quale perciò il numero totale 

delle palle è (n—4 )-Kn— 2)+. . .-4-2+1 ^ e così si seguita 

finché non si possa più collocare che una sola palla sull'ultimo 
strato di tre palle. Il numero totale delle palle di questa pila sarà 

adunque dato dalla somma dei valori di — y— , in cui si faccia 

successivamente n=4,2,3,...,n, cioè sarà dato dalla somma 

g _4'+4 t 2'+2 , 3'+3 , , n»+* 

S 1 I Q g h " ,H ~ 

= j(l *+2»+3 f +. . . +»*+1 +2+8+. . . +»), 

cioè 

c 1 /c^_cn 1 / n(n+1)(2n+1) L n(n+1) \_ n(n+4)(n+2) 
S= f (SH-S.) =-5 { g + — J— ; 6 ' 

Cosicché dato il numero delle palle che contiene il lato della 
base vi può d'un tratto trovare il numero delle palle della pila. 

50 51 r ) Q 

Per es., se il lato della base contiene 50 palle, sarà S=> ' ^' , 
cioè S=22100. 
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La pila quadrangolare ha per base uno strato quadrato di palle 
avente un lato di n palle. Lo strato superiore è ancora un qua- 
drato il cui lato ha ti — 1 palle, ; l'ultimo strato ha una sola 

palla. Quindi il numero delle palle della pila sarà 

S=H-2'+3'-K . .+»•= "(»+')(2"-H) , 

o 

Per es., se n=50, sarà S= 50,5 ^ 101 =42925. 

La pila quadrangolare può anche aver per base uno strato ret- 
tangolare di cui un lato contiene n palle e l'altro ne contiene m: 

10 strato superiore è ancora un rettangolo di cui un lato con- 
tiene n— 1 palle e l'altro m— 4, ; l'ultimo strato è formato 

da una tila rettilinea di n— wH-1 palle, supponendo n>tw. Po- 
niamo n — m=p, lo strato superiore conterrà una fila dijH-1 palle, 
quello sottostante due file di /H-2 palle, il terzo tre file di p-f-3 
palle,..., fino alla base che conterrà m file di /H-m palle, e quindi 

11 numero totale delle palle della pila sarà dato dalla formola 

S=p+l+-2(/H-2)+3(p+3)-+-. . . .-hro(jH-w), 

cioè 

S=p(1 +2-h3-h . . ~Hm)-M . . -hm', 

onde 

*-P ^ — + É 6 ' 

ossia ancora 

9 _ m(m-H )(3n— 3m-f-2w-H )_ m(m+\)(3n— m-H) 

6 ~~ 6 * 

Per es., se n=50, m=40, sarà ^050 -404-1) ^ ossja 

^111=30340. 



CAPITOLO XXV. 

SULLE PROGRESSIONI GEOMETRICHE. 



194. — Dicesi progressione geometrica o per quoziente una serie 
di termini tali, che il quoziente d'un termine qualunque diviso pel 
precedente è costante: questo quoziente costante dicesi ragione 
della progressione. La progressione si dice crescente o decrescente 
secondo che la ragione è maggiore o minore di 1. 
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Si abbia la progressione per quoziente 

Ha: b: c : d: .....[: 9 : & l> (B) 

e sia q la ragione : sani per detinizione b=aq , c=bq=aq s t 
d=cq=aq 3 ,..., e, in generale, se l è Yn ,limo termine della progres- 
sione, sarà 

l=aq n - x . (1 ) 

195. — Dalla (1) ricaviamo quest'altra 

la quale serve a risolvere il seguente 

Problema. — Fra due termini consecutivi a, b d'una progres- 
sione geometrica inserire m medie geometriche, cioè m termini 
tali cììe con a e b formino una propressione geometrica; trovare 
la r anione di questa progressione e ti termine* che occupa il posto 
s etioo m g Ues i a stessa progressione. 

Sia r la ragione della nuova progressione, la quale consta di m-+-2 
termini, i cui estremi sono a e 6. Per avere r basta nella (2) fare 

q—r, n=m-\-% l=b y e si ha r=}/-^, cioè 

K+l 

r=Vl- (3) 

Con questa e con la (1) possiamo trovare il termine che occupa 
il posto s"""; basta nella (1) fare q=r y n=s, e chiamare l questo 
termine s" imo 9 ed avremo 

M+l 

l=af/^i. (4) 

Dalla (3) si scorge che se inseriamo fra /; e c t fra c e d,... m 
medie geometriche, le progressioni risultanti hanno tutte la stessa 
ragione, e siccome l'ultimo termine della prima progressione è il 
primo della seconda, e l'ultimo della seconda è il primo della terza,.., 
tutte queste progressioni ne formeranno una sola di ragione r. 
Inoltre qualunque sia q noi possiamo prendere m abbastanza grande 
perchè r differisca da 4 tanto poco quanto vogliamo, e quindi un 
termine qualunque della progressione differirà pochissimo dal con- 
secutivo, cioè i termini varieranno in modo così poco sensibile 
come^ vogliamo. Infatti se <7>1 facendo nH-4=&, la (3) ci dà 

r=q h ; si tratta dunaue di dimostrare che si può trovare un va- 
lore tale di h che soddisfaccia alla diseguaglianza 

ì 

. q h <Ì-H, (a) 

essendo e una quantità piccola quanto si vuole. Ora da questa di- 
seguaglianza ricaviamo 

(!+*)*>?. 03) 
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Poniamo i+e=k, sarà A>1, e quindi 

k -1 =t, 

k*—k =(* —4)ik =*£>£, 
k*—k'=(k -1 )k>=k 2 s> £, 
& 4 — A 3 =(/c — 1 ) A- 3 =A 3 f > e, 



Sommando queste diseguaglianze membro a membro e riducendo, 
troviamo A*— 1>/i*, cioè 

(1-H)*>M-1. (7) 

Noi possiamo sempre trovare un valore di h che renda he grande 
quanto si vuole e quindi maggiore di q qualunque sia e, dunque 
possiamo sempre soddisfare alla e quindi alla (a). 

Se q<\, poniamo </=^j, sarà q ! >i, e Vq——^ — > e siccome 

q k 

abbiamo dimostrato che j/q' può differire quanto poco si vuole 

1 h — 

dall'unità, lo stesso avverrà di ossia di f/q, cioè di r. 

1 96. — Problema. — Fra due numeri a b inswire un numero 
tale di medie geometricìie che fra queste si trovi un numero dato 
n compreso tra a e b, e trovare il posto che occupa questo nu- 
mero netta progressione cosi formata. 

Sia x il numero delle medie da inserire, y il numero che indica 
il posto occupato dal numero n nella progressione. La ragione 

l/~h b 

della progressione è r=.\ —, ossia, ponendo -=</> ^=^v *> e 

quindi n sarà dato dall'equazione n= ar*- 1 , ossia n=ao* +1 . Que- 
st'equazione non è algebrica e quindi non si può risolvere coi 
metodi finora esposti, si può però renderla algebrica prendendo 
i logaritmi d'ambi i membri, allora essa diventa 

logn— loga=|^|log7, 

onde (.r-M)(logtt— loga)=(f/— 1)logqf, cioè finalmente 

(logft— loga)s— y log</=loga— logn— log?. (5 ) 

Questa equazione ha una stretta analogia colla (4) del N. 189, 
poiché l'una si ottiene dall'altra cangiando le quantità a t n,q nei 
toro logaritmi, il che è facile a spiegare (201). L'equazione (5) è 
soddisfatta da x=. — 1, y=A, quindi se essa si potesse mettere sotto 
la forma: ke—By=G t in cui A,B,G fossero numeri intieri, i valori 
intieri di x e di y che soddisfanno al problema sarebbero dati dalle 
forinole (6) del N. 189. Ma Ioga, logn, logtf sono in generale quan- 
tità irrazionali a meno che a, », q siano aelle medie geometriche 
che si possano inserire nella progressione H..:p~*: ft- 1 : 1 
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cioè a meno che siano della forma (3) del N. (202). Dunque il 
problema in generale è impossibile (v. ancora la proposizione 5" 
del N. 203). 

Se si ritengono esatti i logaritmi a 7 decimali delle tavole di 
Callet, le formole che risolvono il problema sono: 

x=\ 0 7 <(log6— Ioga)— 1 , y=\ 0 7 /(logw— loga)-H , (6) 

e quindi il problema ammette ancora un'infinità di soluzioni. 

15 3 15 
Esempio. — Se a=^, : sostituendo questi valori 

nelle (6) si ha 

r=n0^(logl-logg)-1, =10 7 Mog|^-1, 

*=W<(logg^ 



quindi 



Ora log3=0,4771213, log 4=0,6020600, log 15=1, 176091 3, 
log22=1, 3424227, log28:zrl, 4471 580; 

log||?=1 , 9242793-1 , 7781 51 3=0, 1 461 280, 

log||=1 ,4471 580-1 ,3424227=0,1 047353 ; 

perciò sarà x=1461280<— 1, y=4047353H-l: 

Facendo t=\ si ha *=1461279, y=\ 047354. 

Per avere un'idea dell'errore commesso in questo calcolo appros- 
simato bisognerebbe proporci di trovare direttamente il (10473&4)"™ 
termine d'una^progressione geometrica di 1461279 termini, il primo 

dei quali è ^ e l'ultimo La ragione della progressione sarebbe 

data dalla formola 

1461280 



l/3 15 /84\_L_ 



ossia g=(1-h0,4) e per mezzo della formola (4) del N. 82 

potressimo trovare q colla approssimazione che vogliamo ; allora 

la formola n=^ 1047353 ci darebbe n. 

Adoperando i primi tre termini della (4) del N. 82 si trova 

(/= 1,00000022 con un errore minore di ^ , quindi si avrebbe 

15/ 22 \ 1047353 
= 28\ iH "i0v ' Ado P erando ancora ,a formola (2 ; ) del N. 82 

si trova n coll'approssimazione che si vuole. 
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197. — Teorema. — In una progressione geometrica il prodotto 
dei termini equidistanti dagli estremi è costante. 

Noi abbiamo la serie di eguaglianze 

«— q y °— q > c — q > > 

l—hq, h=gq, g—fq, ; 

moltiplicando ciascuna eguaglianza della prima linea membro a 
memoro colla corrispondente della seconda si ha : al=bh, bh=cg, 

cg=d( y ... ì cioè al=bh=cg=dfz=: 

Questo teorema serve a trovare il prodotto dei termini d' una 
progressione geometrica. Sia difatti P il prodotto dei termini della 

progressione (B), noi abbiamo P=abcd fghl y Vz=dhg{...dcba\ 

moltiplicando queste eguaglianze membro a membro otteniamo 
V , =al.bh.cg.df... i ossia P t =(o/)", onde 

V=VJjd)*. (7) 

198. — Sia S la somma dei termini della progressione (B); noi 
abbiamo S=a-hM-c-M-K . • -hf-hg-r-h+l, 

e quindi 

qS^zqa+qb-Hjc-hqd-r-. . .+qf-i r qg+ q h- T -ql ì 

ossia 

<7S=ò+c-M-K . . -H-h/H-J-W//, 

donde 

S-qS=a-ql t $(i-q)=a-ql 9 
dalla quale si ricava 

Questa formola si può anche trovare nel seguente modo. Noi ab- 
biamo: 

b c d_ l_ 6-K -NH-. . ■ S — a 

Ti~~T~ c ~h~ a+b-hc-h. . .-h/r" 'S = 4 ' 

b § a 

e quindi essendo -=</, sarà g-— ^=q; da questa ricaviamo 



S(l —q)=a—ql, 

e quindi la (8). 

Possiamo trovare un'altra espressione di S in funzione di a, q y n 
per mezzo della (I): sostituendo difatti nella (8) ad i il suo valore 
dato dalla (1), si ha 

199. — Teorema. — La somma di n termini d'una progres- 
sione geometrica decrescente ha per limite il primo termine diviso 
per la differenza fra 1 e la ragione, quando n cresca tendendo 
verso l'infinito. 

Infatti la (9) si può scrivere sotto la forma seguente: 

a aq* 
"I — q~ 1— 7 " 
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Ora essendo per ipotesi q<\, possiamo porre 7=-, e allora sarà 
p>l, e quindi avremo <l"=y n ; nia p n cresce oltre ogni limite 



facendo crescere n verso oc, dunque lim^i^O, e quindi 

lim(.-^- . q")= r-^ — lini7 n =0, e per conseguenza limS=7-^- . 
»=«\i — Q / * — »=x 1 — Q 

111 

Esempio. — Si abbia la progressione ~i \ sarà 

1 1 

a=\ , , quindi 8=^3=2 per n=oo . 

200. — Possiamo applicare questo teorema a trovare la frazione 
ordinaria generatrice a'una frazione decimale periodica. 

Consideriamo in primo luogo la frazione periodica semplice 

F=0,478478478... Noi possiamo scrivere F=^H-^-h^-h.., 

cioè F è il limite della somma dei termini d'una^rogressione 

geometrica decrescente di cui il primo termine è -™ e di cui la 

; 4 . , v 478 /, 1 \ 478 478 . 
ragione e ^ quindi sarà F=— : ^t~~ 3 ^.___ j . = _, c he 

è il risultato che abbiamo trovato al num. 60. 

Si abbia ora la frazione periodica mista F=0, 59478478478..., 
la quale si può mettere sotto la forma 

F _59 478/ J_ 1 4 \ 
10* 10 5 \ IO 3 10* 10 "/ 

■ 

La quantità tra parentesi è il limite della somma d' una pro- 
gressione geometrica decrescente, il cui primo termine è 1, e di 

cui la ragione jjp, dunque sarà ^=-^-4--^ : Il — Jqs)» ossia 

59 478 _ 59(1 0»-l)-h478 _ 59478— 59 , . 

10'^aO 3 — 1)10» — (10 s — 4)10* ~~ 99900 ' 
sultato ottenuto al num. 61. 

201. Fra le sei quantità a, l, n, q, S, P abbiamo le tre rela- 
zioni (1), (7), (8), quindi dobbiamo darne tre per trovare le altre 
tre. Si possono dunque proporre 20 problemi a risolvere, dei quali 
però alcuni richieggono il più delle volte la risoluzione d' un'equa- 
zione di grado superiore al Quarto, la quale finora non si sa ef- 
fettuare in generale: altri richiedono la conoscenza dei logaritmi, 
e finalmente alcuni conducono ad equazioni in cui l'incognita entra 
come esponente in diversi termini, e le quali in generale non si 
sanno risolvere. Tuttavia daremo qui il quadro dei 20 problemi 
colle loro soluzioni. 
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S, P 


*t 11 # 111/ A\ * « 

n si dovrebbe ricavare dalla (j?), la quale non 
si è saputo ancor risolvere esattamente in ge- 
nerale. Supposto trovato n si avrebbero per 
/, q i valori del N. 12. 


18 




S, P 


n si dovrebbe ricavare dalla (7), la quale non 
si è finora ancor sapulo risolvere esattamente 
in generale. Supposto trovato n si avrebbero 
per a, q i valori del N. 13. 


IO 

I 


», 


S, P 


» » 11 111/vi 1 

// si dovrebbe ricavare dalla (a), la quale non 
si è saputo ancor risolvere in generale che per 
approssimazione. Supposto trovalo q, i valori 
di a ed / sarebbero dati dalle formolo delN.16. 1 




9. 


S, P 


M ci HnvrplAliA npfivniv* rlill'i (ft\ Siinnncln frn- 

iv ci UUil tUUC 1 ll/iltuI ly Melliti \>*/. OUIJlJUoll/ III/ 

vaio m, i valori di a ed l sarebbero dati dalle 
formole del N. 16. 



CAPITOLO XXVI. 

SUI LOGARITMI. 



202. — Si abbiano le due progressioni 

-f- — n*....— 3*. — 2a. —a. 0. a. 2a. 3a. 4a.... na..., (1) 

H:...: j3" 3 : /3~ 2 : j?- 1 : ì :j?:j3 f : J? 5 :£*:....j3\.., (2) 

la prima aritmetica avente un termine 0 e la ragione a, la se- 
conda geometrica avente un termine 1 e per ragione una quantità 
positiva J3 diversa da 1. Disponiamo queste due progressioni in 
modo che il termine 0 della prima corrisponda al termine 1 della 
seconda: i termini della prima progressione si chiamano i Ioga- 
ritmi dei termini corrispondenti della seconda. 

Se j3 è positivo tutti 1 termini della seconda progressione sono 
positivi, e noi possiamo supporre fi cosi poco differente da 1 
perchè questi termini vadano crescendo 0 diminuendo quanto poco 
vogliamo; cosicché, siccome queste due progressioni vanno esten- 
dendosi a destra ed a sinistra ad arbitrio, in modo da aver per 
limiti, la prima —00 e -Hoc, e la seconda 0 e +00, possiamo 
subito conchiudere: 

tiEVI 13 
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1° Oqni numero positivo ha un logaritmo reale; 
2° tessuti numero negativo ha un logaritmo reale. 
203. — Se supponiamo a e fi razionali, tutti i termini della 
progressione (2) avranno un logaritmo razionale. Inseriamo ora 
fra due termini consecutivi fi", fi H+1 della progressione (2) m medie 
geometriche, queste formeranno una progressione la cui ragione 

sarà r=Vfi', e il termine p esimo di essa sarà 

ft—pf/pPi • (3) 

Inseriamo parimente fra i due termini corrispondenti hoc, (/h-1)* 
della progressione (1) m medie aritmetiche, queste formeranno 

un'altra progressione aritmetica la cui ragione sarà ^=-~-, , e il 

a m-+-i 

termine p" imo di essa sarà n=/ta~h(p— 1 )^pj » e questo numero 

razionale n sarà il logaritmo del numera N in generale irrazio- 
nale; dunque: 

»+i 

.9° Qualunque numero N de/Za /orma fi n V avrà ne/ si- 
stema considerato un logaritmo razionale purché h, m, p stano 
numeri intieri; 

4° Qualunque altro numero che non si possa mettere sotto la 
forma suddetta, avrà un logaritmo irrazionale. 

Quest' ultima proposizione si può dimostrare facilmente osser- 
vando che se un numero M ha un logaritmo razionale, questo si 

può mettere sotto la forma naH-g essendo a e b due numeri in- 
tieri. Ora ponendo ( ~=^p—^—^ e riducendo, si ha l'equa- 
zione y.bp—am=a-h*b a coefficienti intieri fra le due indetermi- 
nale p ed m, e quindi possiamo trovare infiniti sistemi di valori 
intieri di p e di m che soddisfacciano a questa equazione, e sic- 
come p=\, m=— 1 vi soddisfanno, vi soddisfaranno pure i valori 
p=aH-4, m=sxfa— 1, e quindi il numero M ha la stessa forma 
del numero N. 

Dalla formola (3) si scorge ancora che N non può essere un 
numero razionale se non quando fi è una potenza (m-+-l) estma di 
un numero razionale, oppure p— 1 è un multiplo di m-hi: ma 
il primo caso in generale non si verifica, e il secondo è impossi- 
bile, perchè p<m; dunque: 

5° Ogni numero razionale, che non sia un termine della pro- 
gressione (2), avrà un logaritmo irrazionale. 

204 — Dicesi base del sistema di logaritmi fornito dalle due 
progressioni (1) e (2) il termine della seconda progressione che 
corrisponde al termine 1 della prima. Cominciamo ad osservare 
che qualunque sia a, se 1 non è un termine della progressione (1), 
si potranno inserire fra i due termini /ia, fra cui è com- 

preso 1, un numero m tale di medie aritmetiche che 1 sia il ter- 
mine p" ino della nuova progressione. Infatti il ragionamento del 
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§ recedente numero mostra che possiamo sempre trovare un sistema 
i valori intieri di p ed m che soddisfacciano alla relazione 

Poniamo 'H-j^pj=g, ^ termine corrispondente della progres- 
sione geometrica sarà ed è questo termine che si chiama la 
base del sistema di logaritmi; rappresentiamo con b questa base, 
le due equazioni 

qx=\, p=zb (A) 

| i 

ci dànno a =^» fi=b". Sostituiamo questi valori nelle due pro- 
gressioni (1) e (2), esse si trasformano nelle seguenti: 
fi __4_3_2 1 Q 1 2 3 4 n 
q q q q q q q q q q 1 

m 4321 * 1 

H...:6 ':..:6~':6"»:6 «tò^i: 6 (2') 

e allora i termini della progressione aritmetica sono gli esponenti 
di b dei termini corrispondenti della progressione geometrica; 
quindi possiamo conchiudere il seguente 

Teorema. — Il logaritmo d'un numero positivo in un sistema 
di base positiva e diversa da 1 è l'esponente che bisogna dare alla 
base, perchè innalzando la base alla potenza indicata da questo 
esponente si ottenga il numero proposto. 

È evidente che date le due quantità a e j3 la base è determi- 
nata, quindi lasciato fìsso j3 e facendo variare a, uno stesso numero 
può avere un'infinità di logaritmi; come pure lasciato fisso a e 
Facendo variare j?, uno stesso logaritmo può appartenere ad infi- 
niti numeri. Egli è perciò che quando si deve introdurre in un 
calcolo il logaritmo d'un numero dato o il numero che ha un 
dato logaritmo, bisogna distinguere la base che si è assunta del 
sistema di logaritmi. In generale però, siccome nell'uso ordinario 
si adopera la base 10, auando si dice semplicemente il logaritmo 
d'un numero, si sottintende il logaritmo preso nel sistema di base 10. 

205. — Ma d' un'altra base d'un sistema di logaritmi molto in 
uso nelle matematiche superiori è importante dimostrare l'origine. 
Se noi supponiamo che fra i termini delle progressioni (1) e (2) 
abbiamo inserito un numero grandissimo di medie, il termine 
della seconda nuova progressione che viene dopo 1 sarà lH-X, 
essendo X una quantità piccolissima, e il termine corrispondente 
della prima sarà una quantità pure piccolissima /x, ma però diffe- 
rente in generale da X; tuttavia queste due quantità u e X avranno 

un certo rapporto e noi possiamo porre y=M, cioè ju=MX. Questo 

rapporto M si chiama il modulo dei logaritmi o del sistema di 
logaritmi. Le due progressioni (1), (2), si possono allora scrivere 
nel modo seguente: 
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+ 0 . MX . 2MX . 3MX (\'f) 

H : 1 : :(*+*)*: (2") 

La base dei logaritmi dipenderà dal numero M; quindi dando ad 
M diversi valori, avremo diversi sistemi di logaritmi. Facciamo 
M=1 ; allora i termini della progressione (1") si chiamano i loga- 
ritmi neperiani dei termini corrispondenti della progressione (2"), 
perchè Napier, l'inventore dei logaritmi, li trasse appunto dalle due 
suddette progressioni in cui si faccia M=1. Onesti logaritmi sono 
delti anche naturali, perchè i coefficienti di X della progressione (1") 
formano la serie dei numeri naturali, e anche ipei'bolici perchè si 
possono ricavare da una curva detta iperbato-. La base di onesto 
sistema di logaritmi si suole designare colla lettera c. Per deter- 
minare questa base si è cercato il limite di b dato dalla (4) del 
numero precedente, quando si faccia tendere fi verso 1 e q verso oc; 

cioè in altri termini, siccome /?=1-+-X, posto X=~, facendo ten- 
dere q verso oo, X tenderà verso 0 e fi verso 1, e allora b=fi* 
sarà il limite dell'espressione ^1-|-?y per 7=00. Per avere questo 

limite sviluppiamo l'espressione ^i-f- colla formola del binomio; * 

noi avremo 
1 

9 



ossia 



iv ..'('- ) <(<-. ! )(<-ì) .<(<- X'-ìX'-f) 



q/""^ 1.2 + 1.2.3 + 1.2.3.4 " " 

-j o 3 

Ora se facciamo 7= 00, si ha — =0, ~— ^ — =0, , e quindi 

lim/, 1 1 . f 1 __ 

X V q) — 2+ 1 . 3 + 1 . 2. :r 1 . 2.3. \ + 

Prendendo un certo numero di termini di questo sviluppo si trova 

approssimativamente c=2,71 8281 828 

200. — Consideriamo i due logaritmi d'un numero N=(l-hX)« 
corrispondenti a due valori M', M" di M; questi due logaritmi sono 

M' 

rispettivamente wM'X, nW\ il cui rapporto — è una quantità co- 
stante qualunque sia N. Quindi se abbiamo il logaritmo di N in 
uno dei due sistemi potremo facilmente trovare il logaritmo di N 
nell'altro sistema. Sia dunque x il logaritmo di N nel sistema che 
ha per modulo M', e sia y il logaritmo di N nel sistema che ha 

x M' , W 



per modulo M 7 ; avremo - = jjj7?' °nde r— — 7 y, quindi se suppo- 
niamo M"=l , cioè se supponiamo che y sia il logaritmo neperiano 
di N, sarà 
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M'y, ' (A) 

cioè: il logaritmo neperiano d'un numero si converte nel loga- 
ritmo dello stesso numero in un altro sistema qualunque molti- 
plicando il logaritmo neperiano per il modulo del nuovo sistema. 
Quindi se il nuovo sistema ha per base b e poniamo N=6, 

avremo x=\ e quindi M=-; cioè: il modulo d'un sistema di 

base b è eguale all'unità divisa pel logaritmo neperiano di b. 
Per esempio, se facciamo 6=10, nelle tavole di Calici troviamo 

j/=2,30-2585092.., e quindi W= % ftfitf^ =0,434294431 9. . ; 

cioè; t logaritmi neperiani si convertono in logaritmi del sistema 
di base 10, moltiplicandoli per il numero 0,4^42944819... 

Siccome il logaritmo neperiano di e è 1, chiamando x il loga- 
ritmo di e nel sistema di base 6, sarà .r=M\ cioè: il modulo di 
un sistema di base b è eguale al logaritmo di e nel sistema di base 
b. Dunque il logaritmo di e in un sistema qualunque di logaritmi 
e il logaritmo neperiano della base di quel sistema sono due quan- 
tità reciproche. 

In generale: Se si hanno due numeri a, b; il logaritmo di a nel 
sistema di base b è reciproco del logaritmo di b nel sistema di 
base a. 

Siano difatti M', M", i moduli dei sistemi di logaritmi che hanno 
rispettivamente per basi a e b y e rappresentiamo col simbolo log, 
il logaritmo nel sistema di base />, avremo per la (A); 

log«fc=M' logA 
log6a=M // log e a, 

e quindi log6a.log„6=M / M"iog« a.\o%,b. 

Ora M'log«a=1, M''log,&=1 ; dunque M'M"log«a.log r 6=1 f e quindi 

log* a. log fl 6=1, (B) 

che è ciò che si voleva dimostrare. 

Corollario. — Siano a/, x" i logaritmi d'un numero N nei 
sistemi rispettivamente di base a, b, e sia y il logaritmo neperiano 
di questo numero N, noi abbiamo z'=M't/, a/'=M"y, e quindi 

x' W 

Ora se facciamo N=a, ci risulta x r =i t rc"=log*a, e quindi sarà 

ìF^ ìofya * P erc '° ^ a ( * diventa 

dalla quale si ricava log*N=log6a.log«N, ossia per la (B) 

Le formole (D;, (D') servono per passare da un sistema all'altro 
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di logaritmi; cioè, se è data una tavola dei logaritmi nel sistema 
di base «, la (D') ci dà il logaritmo d'un numero qualunque nel 
sistema di base 6, e reciprocamente se si ha una tavola dei loga- 
ritmi nel sistema di base b, la (D) dà il logaritmo d'un numero 

qualunque nel sistema di base a. Il coefficiente j^—^ si chiama 

il modulo del sistema di base a rispetto al sistema di base 6, e 
questo coefficiente è evidentemente eguale al rapporto dei moduli 
dei sistemi di base a e b [come si scorge dalla seconda delle (B)] 
rispetto al sistema neperiano. 

207. — Siamo giunti al teorema del numero 204 partendo dalle 
progressioni (1), (a); ma potevamo fare il cammino inverso, cioè 
potevamo giungere alla definizione dei logaritmi data in principio 
di questo capitolo partendo dal teorema dato come definizione. 
Infatti questo teorema significa che nell'equazione 

b'=y, (5) 

nella quale 6 è un numero positivo diverso da 1 , # è il logaritmo 
di y preso nel sistema che ha per base b; ora se diamo ad x i 
valori 

0, a, 2a, 3a,..., na,..., 1..., (A) 
y prende i valori corrispondenti 

4, b , b^^f b . . • , b . . . , ò, . . . , 
cioè, ponendo \=qoi, y prende i valori 

È evidente che possiamo prolungare a sinistra indefinitamente l'una 
e l'altra delle progressioni (A), (B), dando ad x i valori — a, 
— 2a, — 3a,..., quindi: se b>1 ogni numero maggiore di i ha un 
logaritmo positivo, e ogni numero minore di i ha un logaritmo 
negativo. Se b<l ogni numero maggiore di ì ha un logaritmo 
negativo, ed ogni numero minore di i ha un logaritmo positivo. 

Se si prendesse 6=1, si avrebbe y=\ qualunque valore si desse 
a e se fosse 6<0, l'equazione (5) darebbe un valore determi- 
nato di y solo nel caso in cui fosse x un numero intiero impari, 
negli altri casi y potrebbe prendere più valori reali od immaginari 
per uno stesso valore di x. Egli è perciò che si è fatta l'ipotesi 
di b positivo e diverso da \ . 

208. — Proprietà dei logaritmi. — Qualunque sia la base d'un 
sistema di logaritmi questi godono di molte proprietà importan- 
tissime per lo studio delle matematiche e per l'applicazione che si 
può con esse fare dei logaritmi ad ogni ramo di scienza positiva, 
cosi nella teoria che nella pratica delle professioni e delle arti. 
Noi ne accenneremo e dimostreremo alcune delle fondamentali. 

ì° Il logaritmo del prodotto di più fattori è eguale alla somma 
dei logaritmi dei fattori medesimi. 

Siano A, B, C,....,R i fattori dati, e sia b la base del sistema 
di logaritmi ; per le cose delle in principio di questo capitolo, pos- 
siamo porre A=£ a , B=£>, G=j3%..., R=3 r , essendo a, b } c,...,r, 
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quantità positive o negative, razionali od irrazionali, ma reali, giacché 
noi supponiamo i fattori positivi; quindi sarà 

P=A.B.C....R=j3*+»+ f +- ••+'. 

Ora dalle progressioni (1) e (2) si scorge che logA=a<x, 
logB=òa, logC=ca,..., logR=r«, e logP=(a-HH-c •+-.... -h r)a ; 
ma (a-h64-c-h...+r)a=aa-h6a-hca-h...-Ka, dunque sarà 

log(ABC. . . R)=logA+logB-HogC-K . . +logR. (1 ) 

2° Il logaritmo della potenza d'un numero è equale all'espo- 
nente di questa potenza molliplicalo pel logaritmo del numero. 

Questa proposizione non è che un corollario della prima. Difatli 
se nella (1) supponiamo A=B-=C=...=R=N, e supponiamo che 
siano m questi fattori, si ha 

Iog(N)*=mlogN. (2) 

3° Il logaritmo d'una radice d'un numero è eguale al loga- 
ritmo del numero diviso per Vindice della radice. 
Questa proposizione è un corollario della seconda. Difatti se 

*_ i 

P=f/iN, sarà N=P", e quindi logN=wlogP, onde logP=— logN, 

m 

ossia 

log//N=^logN. (3) 

4° Il logaritmo d'un quoziente è eguale alla differenza fra il 
logaritmo del dividendo e quello del divisore. 

Questa proposizione è un corollario della prima. Difatti se P=^» 

sarà PN,=rN, , e quindi logP-j-logN^logN, , onde logP=rlogN,— logN,, 
ossia 

log^=logN t -logN, (*) 

Tutte queste proposizioni si possono comprendere nella seguente 
regola generale: 

// logaritmo di a m b° è mlog a-f-nlogb qualunque siano i valori 
di m ed n, siano essi cioè positivi o negativi, razionali od irra- 
zionali, e qualunque siano i valori rftaeb purché positivi. 

Infatti noi possiamo porre a=3 r , 0=j3', e quindi a m ~fi mr , 
b n = j3 nt , e perciò a m b n = J3" r +»'. Ora Ioga = ra, logò = sa. t 
\o2(a m )=mrx, log(6*)=wsa, \oe(a m b")=(mr-His)a. 

Ma mrx—m\o%a, nsa=nlog6, (mr+ns)x=mroc+nsx, dunque 

log(a w ò n )=wloga-Hilog&. (5) 

Ora se facciamo m=n= 1, la (5) diventa log(aò)=loga-Hog&, 
cioè una forinola analoga alla fi). Se 6—1, log6=0; quindi la 
(5) diventa log(a m )=mloga, cioè la (2). 

Se m=J-, &=!, la (5) diventa log(a r )=—loga, ossia 
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logj/a=— logrt, 

cioè la (3). 

Se m=1, n=— 1, la (5) diventa log(rti/~ 1 )=loga — logò, ossia 
logy=log«— log6, cioè la (i). 
209. — Esempio. Si debba calcolare il logaritmo dell'espressione 



_ &3-'.5tt*K7rt K .9--» g. rT * 
35 — -i 

3 4 .o»(5o")-4 / 3a 4 (5a)8 



Poniamo il numeratore eguale ad M ed il denominatore eguale 
ad N ; per la 4 a proposizione abbiamo logJ—logM— logN : ma per 
la proposizione 1 a 

logM=log2^log(3- 2 )+log5^log(«?)-4-log| // 7a , 9- 3 4l a ~~ Ì 

-i 

logN=log(3 4 )-hloga 3 -Hlog(5a')~ ? -hlog) // 3a 4 (5a)^ 
Ora per le proposizioni 1* e 3* abbiamo 

loglAa'^-^Lr t=r-g logOa» . 9~» 4*.<T I) 
=-i(log7-Moga'-4-log9- 3 -hlog 4H-togo" »), 

—4 

\ogVsa\ba)^=— j[log3-Mog a 4 -Hog(5a)* J. 
Quindi sarà 

log2+log3~ v +log5-Hoga2+ ^-log7-h -g Ioga* 

-+-|log9- 3 +- llog4M.^loga-i 

logN=log3 4 -+-loga , H-log(5a , )" 5? — 7"log3— -^j-loga 4 - ^log(5a ) 5 , 

e quindi per la proposizione 2* 

/ 3 12 3 

l log2— 2log3-+-log5-h-^-logaH- ^-log7-+--g-)oga— ylog9 

logM=j 3 g 

1 

4log3-h3log(i-— 2log5— 4loga — ^log3— Ioga 



logN=< 
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ossia riducendo 

1 3 "3 /3 2 3 \ 
logM=log2-2log3+log r j+ 5 log7- 5 log9+ §Qlog4+(g + § ~ To) 10 ^ 1 ' 

logN=(4- {)log3-(^2-h^)log5+(3-4-l- ^loga ; 

dunque , semplificando ed osservando che 

log4=log 2'=2log 2, log9=log3'=2log3, 

si ottiene 

i 13. a 103, r 1 . - 99. 0 , GII, 

^s^ìo g 3f log5H " "5 log7_ m * a ' 

donde finalmente 

loga= jg^208log2+5 1 51og5+32log7 - 792log3+G1 1 1oga). 

210. — Logaritmi volgari. — Si chiamano volgari od ordinari 
i logaritmi presi nel sistema di base 10, perchè essi sono i più 
comunemente usati per la semplicità che essi introducono nei calcoli. 

Se nelle progressioni (1) (2) del num. 202, supponiamo a=1, 
j3=10, e applichiamo alle progressioni risultanti le cose fin qui 
dette, giungiamo alle seguenti proposizioni: 

ì a Ogni numero N di m cifre intiere, che non sia un'unità 
decimale, ha un logaritmo irrazionale la cui parte intiera è m — 1. 

Infatti il numero N sarà compreso fra 10""- 1 e 10 w , quindi il 
logaritmo di N sarà compreso fra m — 1 ed m. Questa proposi- 
zione si può anche enunciare nel seguente modo: Ogni numero, 
la cui prima cifra a sinistra occupi rm M ' mo posto a sinistra della 
cifra delle unità, ha un logaritmo irrazionale, la cui parte in- 
tiera è m. 

Oqni frazione decimale propria, che non sia la reciproca 
d'un'unità decimale, e la cui prima cifra significativa a sinistra 
occupi l'm* iìm<> posto a destra della cifra delle unita, ha un logaritmo 
irrazionale la cui parte intiera è eguale a — m, e la cui parte 
frazionaria è positiva. 

Difatti sia N la frazione decimale proposta, essa sarà compresa 

fra ~ e flgzfr quindi il suo logaritmo sarà compreso fra — m 

e — (m — i )= — nH-1 , cioè sarà eguale a — m più una parte fra- 
zionaria positiva. 

Dunque la parte intiera del logaritmo d'un numero caratterizza 
il valor relativo delle cifre del numero; egli è perciò che essa si 
chiama la caratteristica del logaritmo : la parte frazionaria poi del 
logaritmo si chiama mantissa dal greco /uàvW; , indovino, profeta, 
perchè essa ci fa indovinare le cifre del numero. 

3? La mantissa del logaritmo d'un numero non cangia mol- 
tiplicando il numero per una potenza intiera, positiva o negativa, 
della base. 

Sia b la base del sistema di logaritmi adoperato, e siano h, k 
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rispettivamente la caratteristica e la mantissa del logaritmo <Tun 
numero N, noi avremo logN=/M-&, e quindi 

log(Nfc")=logN+m=(/i-Hn)-M- 

Ora M-w è per ipotesi un numero intiero e positivo se m è po- 
sitivo oppure negativo ma minore di h, e h+m è un numero in- 
tiero e negativo se m è negativo e maggiore di h, dunque k è 
ancor la mantissa di log(N6 w ). 

Applicando questa proposizione al sistema volgare di logaritmi 
possiamo stabilire che : se si trasporta comunque a destra o a si- 
nistra la virgola in un numero decimale, la mantissa del Ioga- 
ritmo di questo numero non viene alterata. 

Esempio. — Dalle tavole di Callet abbiamo log47358=i, 6753934. 
Dunque sarà 

log 473580 =5,6753934 
log 4735800 =6,6753934 
log 4735,8 = 3,6753934 
log 473,58 =2,6753934 
log 47,358 =1,6753934 
log 4,7358 =0,6753934 
log 0,47358 = 0,6753934-1 
log 0,047358 = 0,6753934-2 
log 0,0047358 = 0,6753934-3 



Il logarimo d'un numero minore di 1 si suol scrivere in un modo 
diverso da quello usato nell'esempio precedente, per maggior sim- 
metria di scrittura ; quest'altro modo consiste nello scrivere la ca- 
ratteristica negativa al posto dello 0 che rappresenta gl'intieri, e 
sovrapporre il segno — alla caratteristica. Per esempio: 

log 0,047358=2,6753934. 
Alcuni invece sovrappongono allo zero la caratteristica preceduta 

dal segno—. Per esempio scrivono log 0,047358= 0,6753934. 

214. — Determinazione dei logaritmi dei numeri. — Le tavole 
che abbiamo dei logaritmi dei numeri furono costrutte dietro con- 
siderazioni di matematica superiore che qui non possiamo spie- 
gare; però ognuno potrebbe fare da sè una tavola di logaritmi ap- 

Frossimati ad arbitrio, coll'aiuto solamente dell'algebra elementare, 
calcoli però sono mollo più prolissi come si vedrà in un esempio 
particolare. Proponiamoci adunque il seguente 

Problema. — Dato un numero N compreso fra i due termini 
P* f della progressione (2) (del num. 202), trovare il termine 
corrispondente della progressione (1). 

Il termine che si cerca è il logaritmo di N nel sistema che cor- 
risponde alle suddette progressioni. 
Inseriamo fra fi* e j3"+ l m medie geometriche, queste formeranno 

OT + l 

una progressione, la cui ragione sarà rzrzVfi; e il numero N sarà 
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compreso fra il p eiim0 e il (p-\-i) etim0 termine di questa progressione. 

Il termine p aimo sarà dato dalla forraola P=fi"V fip~ l . Diamo a p 
successivamente i valori 2, 3, , e calcoliamo i valori corrispon- 
denti di P finché troviamo due di questi valori che comprendano 
fra loro N. Fra questi due valori di P inseriamo altre m medie 
geometriche, queste formeranno una nuova progressione la cui ra- 

i/ m+l 

gione sarà r,=J //j?, e il cui termine q"' mo sarà 

M + l 



Diamo a q successivamente i valori 2, 3,...., e calcoliamo i valori 
corrispondenti di Q, e supponiamo che N sia compreso fra i due 
valori di Q corrispondenti ai valori q e q-+~ì. Procedendo avanti 
nello stesso modo si finirà col trovare due numeri R ed R' i quali 
comprendono fra loro N e differiscono di quanto poco vogliamo. 

Fra i due termini nx e (n-4-l)a della progressione aritmetica, 
inseriamo m medie aritmetiche, e fra il p tiimo e il (p-hi) esimo termine 
della nuova progressione inseriamo altre m medie aritmetiche; fra 
il (f timo e il \q-\-\) aimo termine della nuova progressione inseriamo 
altre m medie aritmetiche; così procedendo troveremo i termini 
della progressione aritmetica che corrispondono ai termini R ed R'. 

Siano p, p f quei termini , sarà logR=p, logR'=p', e quindi il 
logaritmo di N sarà compreso fra p e p', e siccome pel calcolo 
fatto p e p' differiscono di quanto poco vogliamo, possiamo pren- 
dere Puno o l'altro di questi due numeri pel logaritmo di N com- 
mettendo un errore piccolo quanto si vuole. 

212. — Un esempio dimostrerà quanto prolissa sia la ricerca 
del logaritmo d'un numero con questo metodo. 

Si vodia trovare il logaritmo volgare di 7 con un errore minore 
di 0,0001. Noi dovremo operare finché si trovino due numeri R 
ed R', i cui logaritmi comprendano quello di 7 e differiscano tra 
loro di meno di 0,0001; e siccome questa ricerca si effettua con 
successive estrazioni di radici d'indice ra-M, noi supporremo m=2 
per la facilità del calcolo. 

Il numero 7 è compreso fra 1 e 10, dunque inseriamo fra 1 e 

10 due medie geometriche, sarà r^Vi 0=2, 1544347..., eie medie 



inserite saranno 2,1544347... e (2,1544347.. .)'=4, 6415888... 

1 2 

Inseriamo fra 0 ed 1 due medie aritmetiche, esse saranno y e -g*- 
7 è compreso fra 4,6415888... e 10: inseriamo due medie geome- 
triche fra questi due numeri, sarà r{=V%\ 544347. . . = 1 ,291 55. . . , 
e le medie inserite saranno 4,6415888... X 1,291 55... =5, 99485...; 
5,99485... XI, 29155.. .=7,74264...., e le medie aritmetiche cor- 

^17 8 
rispondenti saranno -g-H— 9" = 9" e d ip 

Inseriamo due medie geometriche che tra 5,99485... e 7,74264..., 
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3 

sarà r t =Vi, -29155.. ..=1,08902...., e le medie inserile saranno 
5,99485. . X 1 ,08902. . =0, 52851 . . ; 0,52851 . . X 1 ,08902. .=7,1 0967. . , 

7 1 22 g 23 

e le medie aritmetiche corrispondenti saranno y-h^==^ e gy. 

Inseriamo tra 6,52851... e 7,10967... due medie geometriche; 

sarà r s —V 1,08902...= 1,028835..., e le medie inserite saranno 

6, 5285 1 ... X 1 , 028835. ..=6,71676...; 
6,7 1 676. ..XI ,028835. . .=6,91043. . . , 

..... . , . 22 1 67 68 

e le medie aritmetiche corrispondenti saranno c>7 g| = 81 6 81' 

Inseriamo fra 0,91043... e 7,10954.... due medie geometriche, 

3 

si avrà r K -=V 1,028835... =1,00952..., e le medie inserile saranno 

6,9 1 043. . X 1 ,00952. . =6,97622. . ; 6,97622. . X 1 ,00952. . =7,0426 1 . . , 

...... 68 , 1 205 206 

e le medie aritmetiche corrispondenti faranno 4- e 

Inseriamo fra 6,97622... e 7,04261.... due medie geometriche, 

si avrà r»=rl, 00952... =1,003163..., e le medie inserite saranno 
6,97622. . X1 ,003163. .=6,99826; 6,99826. . X 1 ,0031 63. .=7,0204„ , 

e le medie aritmetiche corrispondenti saranno ^+7^=^ e 

Inseriamo fra 6,99826... e 7,0204... due medie geometriche, si 

avrà r a =^1 ,003 1 63 ... =1 ,001 053. . . , e la prima media inserita 
sarà 6,99826x1,001052=7,0056256..., a cui corrisponde la media 
aritmetica 

616 1 1849 



729^2187~2187* 

Inseriamo fra 6,99826... e 7,0056256... due medie geometriche, 

3 , 

sarà r 7 =y 1,001053... =1,000351..., e la prima media inserita sarà 

6,99826... XI, 000351... t=7,0007 139..., a cui corrisponde la media 

t . 616 1 5545 
aritmetica ^4-^:—. 

Inseriamo finalmente fra 6,99826.... e 7,0007139... due medie 

3 

geometriche, sarà 1\-=V 1,000351.... =1,0001 17..., e le medie in- 
serite saranno 

6, 99826. . . X 1 , 000 1 1 7 ... =6, 99908. . . ; 
6,99908. . . X 1 ,000 1 1 7. . .=6,99990. . . , 

e le medie aritmetiche corrispondenti saranno 

616 1 _16633 16634 
729 19683"" 19683 e 19683' 

Ora il logaritmo di 6,9999 differisce da quello di 7 di meno di 
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ffjgg^ < f50(5o* dunque possiamo prendere log7=j^g. Se ridu- 
ciamo questa frazione in decimali troviamo log7=0, 84509/*. 

Le tavole di Calici danno log7= 0,8450980 con un errore mi- 
nore di 1 unità dell'ultima cifra, dunque il logaritmo che noi ab- 
biamo trovalo è approssimato solamente fino ai centomillesimi, e 
pure abbiam fatto un lavoro di gran lunga più penoso e prolisso 
che non ha fatto il Calici per avere un'approssimazione maggiore. 

213. — Un altro modo di trovare il logaritmo d'un numero, 
consiste nel risolvere l'equazione esponenziale 

a*=b, ^ (1) 

per approssimazione coll'uso delle frazioni continue. Supponiamo 
che a sia la base di un sistema di logaritmi , x sarà il logarimo 
di 6 in questo sistema. Noi possiamo supporre 6>1, e quindi dando 

ad x successivamente i valori 0, 1, 2, , noi possiamo trovare 

due valori n, n-H di x tali, che b sia compreso tra a" e a"+ l ; 

allora poniamo x—n-\ — , e sostituiamo nella (1), questa diverrà 

ì i h * b 

a*a v =:b, ossia a s/ =—, e ponendo - n =b t , avremo a risolvere 

l'equazione 

h\=a. (2) 

Il valore di y che soddisfa a quest'equazione è evidentemente mag- 
giore di 1, quindi trattando (a (2) come la (1) troveremo per y 
due valori }*,-+•! tali, che a sia compreso tra b*t e b"i+ l , e 

quindi potremo porre y=n,-f- — ; questo valore sostiluito nella 

(2) ci dà l'equazione b ì »ib i Vi =a, dalla quale si ricava (j%V » 
ossia, ponendo -—-=6,, 

fr?=*i • (3) 
\ 

La (3) mi darà un valore y { =n 2 -\ . Cosi procedendo troveremo 

1 I 

la sene delle eguaglianze f/ 8 =H a H , »/ 3 =m 4 H e quindi 

Vi * ìl\ 
il logaritmo di b sarà espresso dalla frazione continua 

, 1 
x=n-\ r 



)i t -\- — 

Se calcoliamo per ogni nuova equazione della forma (1) la ridotta 
corrispondente di x y ci potremo arrestare a quella che ci dà l'ap- 
prossimazione che vogliamo, e quindi avremo trovato il logaritmo 
di b coli' approssimazione voluta. Questo calcolo però non è di 
molto più breve in generale di quello eseguito nel numero prece- 
dente, tuttavia noi lo applicheremo ad un esempio per dare un'idea 
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della rapidità, con cui con questo metodo si può approssimare al 
risultato che si cerca. Noi cercheremo ancora il logaritmo volgare 
di 7, ed avremo perciò a risolvere l'equazione 10 r =7. 

Ora x è compreso fra 0 ed 1, dunque poniamo *" r Ó <k>u * 

avremo 10* =7, cioè 7 V =10. 

<] 2» ridoni 

y è compreso fra 1 e 2, quindi poniamo y=A-\---, i 

JL ✓ i n\ y i » 

avremo 7.7 y «=10 , cioè =7, ossia (1,4285..) =7. 

V, e compreso fra 5 e 6, poniamo t/,=5H — , avremo ± 

1 m V* 6 

(1,42857l4)\(1/>285714/'=7, cioè ( (T ^2^7w) ~ 1 ' 428571 4 * 
cioè semplificando (t,17649)* 8 =1,428571 4. 

<| 4* ridotti 

y 9 è compreso fra 2 e 3, quindi poniamo y,=2H — , » 

avremo (1,17649) ^=y : (1,17649)*; 
donde (1,0321 !)'«=!, 17649. 



! V rtdVU* 

i/ 3 è compreso fra 5 e 6, poniamo y 3 =5H- — , avremo 
(1,03211) ! ' 4 =1,17649: (1,03211)\ donde (1,00453/* =1,0324 i. 

•J fi* ridotto 

t/ 4 è compreso fra 6 e 7, poniamo y 4 =6-+- — » avremo IZjl 

<1,00453)* s =1,03211 : (1,0058)*, donde (i,QOUi)' 9 =i, 00453. 
Quindi possiamo prendere con grande approssimazione t 5 =1, e 

perciò la 7* ed ultima ridotta sarà ^=0,8450980. 

Possiamo perciò porre log7=0, 8450980, che è appunto il loga- 
ritmo che si trova nelle tavole a 7 decimali. 

Non parliamo qui del modo di trovare per mezzo delle tavole 
il logaritmo d'un numero od il numero corrispondente ad un dato 
logaritmo, perchè esso si trova ampiamente spiegato in principio 
di tutte le tavole in uso, che sono quelle di Catlet, Kòhler, Dupuis, 
Lalande, e quelle ultimamente pubblicate dal prof. Luvini. Faremo 
solamente un'osservazione. — Si voglia cercare il logaritmo d'un 
numero M compreso fra due numeri N ed N-M delle tavole. Po- 
niamo M— N=$, loj*M— logN=£, log(NH-1 )— logN=D , essendo 
* e 5 espressi in unità dell'ultimo ordine dei logaritmi delle ta- 
vole; per trovare e si fa uso della proporzione 1 : à=D : cioè 
si suppone che le differenze dei numeri siano proporzionali alle 
differenze dei corrispondenti logaritmi. Questa supposizione non è 
esatta e dà origine ad errori. Un'altra causa di errori si ha in ciò 
che in questa proporzione D non è la vera differenza dei logaritmi 
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di N e iN-f-1 , ma il suo valor prossimo dedotto dai logaritmi 
approssimati delle tavole. Tuttavia si dimostra che Terrore totale 
sarà minore d'un'unità dell'ultimo ordine dei logaritmi delle tavole, 
purché si abbia l'avvertenza d'aumentare di 1 l'ultima cifra con- 
servata di e quando la cifra seguente sia maggiore di 5. 

Si debba ora cercare il numero M corrispondente ad un loga- 
ritmo dato compreso fra quelli di due numeri consecutivi N ed N-4-1, 
che si trovano nelle tavole. La parte 5 che si deve aggiungere ad 
N per avere M si trova pure colla suddetta proporzione e auindi 
è erronea. Ma si dimostra che pei numeri compresi fra 10Ò00 e 
21809 per cui D>200, si può contare sull'esattezza dei centesimi 
di 5; per i numeri compresi fra 21809 e 100000 per cui D>200, 
non si può contare che sui decimi, e per i numeri compresi fra 
100000 e 108000, i cui logaritmi sono calcolati con otto cifre de- 
cimali nelle tavole del Callet, Kohler e Dupuis, e in cui D> 200, si 
può ancora contare sull'esattezza dei centesimi. 



CAPITOLO XXVII. 

SULLE PROGRESSIONI LOGARITMICHE. 



214. — Dico progressione logaritmica una serie di quantità tali, 
che il rapporto del logaritmo di una qualunque di queste quantità 
a quello della precedente è costante: chiamo questo rapporto ra- 

* 3 '1 

gione della progressione. Per es., la serie a*, a* , a? , a p forma 

una progressione logaritmica, perchè se a p " e a p " +1 sono due ter- 
mini consecutivi di questa serie, abbiamo 

(</)=p"loga , log(</ +1 ) = /^loga, 

p n+l 

e quindi t ~=p t una quantità costante. 

Siano a, 6, c, d,... t f t g, h, l gli n termini d'una progressione 
logaritmica; per distinguere questa progressione dalle progressioni 
aritmetiche e geometriche io la scrivo nel modo seguente: 

Ila '.' b '.' c '.' d '.' '•' f '•' g '• ' h 

Se chiamo e la ragione di questa progressione sarà : 

log6 logc logd_ 

Ioga - log6 logc log7i C ' 

e quindi log6=*loga, logc=elogò,..., logfc=elog/i, cioè: b=a\ 
c—b e =a e , rf=c'=a e in generale 

(i) 
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Da queste eguaglianze risulta il seguente teorema (v. num. 204): 
Teorema. — In una progressione logaritmica un termine qua- 
lunque ha per logaritmo la ragione della progressione in un si- 
stema la cui base sia il termine precedente al proposto. 

Colla (1) si può trovare un termine di posto qualunque di una 
progressione logaritmica quando se ne conosce il primo termine e la 

ragione. Si abbia per cs., a=3,5 e=0,4 e w=10: sarà /=3,5 {0 ' 4) . 
Prendiamo i logaritmi d'ambo i membri; abbiamo log/=(0,4) 9 log3,5, 
e quindi 

log(log/)=9logO,4-Hog(log3,5). 

Ora 

logO, 4=T, 0020600, OlogO, 4=4,4! 85400 
lo$, 5=0, 5440680, log(log3,5 )=T, 7356532 

log(log()=J,154l933 

e quindi log/=0, 0001 42624, onde 1=4,000328. 

215. — Se a>1, la progressione si dirà crescente quando sia 
c>1, e si dirà decrescente quando sia c<1; il contrario succederà 
se a<l. In questo caso però bisogna osservare che se a<0 gli 
altri termini della progressione possono essere indeterminati od im- 
maginari, anzi sono in generale o indeterminati o immaginari o 
l'uno e l'altro insieme, perchè sono reali e determinati nel solo 
caso in cui sia e un numero intiero impari. Quindi è che noi sup- 
porremo sempre in questo capitolo a>0. 

216. — Dalla (1) ricaviamo ^=^~ donde c=|/3^, (2) 

la quale serve a trovare la ragione di una progressione logarit- 
mica di cui conosciamo il primo e Yn $tim0 termine. 

50 

Per es., se a=7, /=25, n=51 ; sarà e=l/]£l2?, e quindi 

f log7 

\ 

logc=gg[log(log25)— log(log7)]. 

Ora log25=l, 3979400, log7=0, 8450980, quindi 

log(log25)=0,l 454885, log(log7)=i, 9269071 , 

onde loge=io,21 8581 4=0,004271 628, e quindi est, 009884. 

217. — Problema. — Fra due termini consecutivi d'una pro- 
gressione logaritmica inserire m medie logaritmiche, cioè m quan- 
tità tali die formino una progressione logaritmica colle due quan- 
tità fra cui sono inserite. 

11 problema sarà risolto quando avremo trovato la ragione della 
nuova progressione. Ora questa si comporrà di 7M-2 termini, di 
cui il primo e l'ultimo saranno i due termini della prima progres- 

a 

sione fra cui si debbono inserire le medie. Siano dunque p=a* , 

r/=a* i due termini proposti, e sia r la ragione della nuova pro- 
gressione; la (2) ci darà il valore di r quando facciamo n—m+% 
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pi + 1 



a=p, /=g, e perciò sarà r=|/|^= j/, (3), cioè una quantità 

indipendente dal posto che occupa 1f termine p\ dunque se inse- 
riamo m medie logaritmiche fra a e b, m fra 6 e c, avremo 
tante progressioni logaritmiche che hanno la stessa ragione, e che 
perciò non ne formano che una sola. 
218. Noi abbiamo le relazioni 

111 

loga=-log&, log&=-Iogc, k)gc=-logd, 

log/=elog/i, loga=cloga, loga=dog/; 

Moltiplicando ciascuna eguaglianza della prima linea membro a 
membro colla corrispondente della seconda linea, si ottiene 

Ioga. logZ=logò. log/t=logc. loga=logd. log/"=. ... ; 

cioè : Il prodotto dei logaritmi dei teimini equidistanti dagli estremi 
è costante. 

Questo teorema serve a trovare il prodotto dei logaritmi di tutti 
i termini della progressione; difatti chiamato x questo prodotto, 
avremo *==loga.logò.logc.logd....logJ, *=log£. logA. Ioga.... Ioga, e 
quindi n*= (Ioga, log/)", onde 

r^loga.logO". (4) 



Noi possiamo pure facilmente trovare il prodotto dei termini della 
progressione. Sia P questo prodotto, noi abbiamo P=abcd....fghl, 

e quindi P e =a e b*c e d e g e h e l e =bcd Il , cioè P==— , donde 

"a' 

e quindi P=sj/*L * ( 5 ) 

Noi possiamo esprimere n e P solamente in funzione di a, e, n 
per mezzo della (1). Infatti da questa ricaviamo logto^loga, 

9t 



, quindi la (4) diventa 

^=? / (loga) w c n (' , - 1 i(loga) ,, =J / (loga)^c , '('- 1 ), 

cioè: 

^(loga)^ 2 . V*' 

Esempio. — Il prodotto dei logaritmi di 50 termini della pro- 
gressione 

• •O. .C)3. .Q3*. .QS 3 . . 

. . ù . ii . M .té ••••• 

sarà dato dalla formola 

60 



*=(log2). 3 

onde log^=50. logO, 301 0300-M 225 X 0, 47 7 1 213, 

ossia log* =27, 93049+584, 47365925 , 

log7r=558,4040825; 

Livi 
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e quindi ;t=25356 



—1 



La (5) per la (1) diventa P=V^=j/V , '~" 1 , ossia 

P=a^ < 5 '> 
Esempio. — Il prodotto di 10 termini della progressione 

• 2 • . • 2°- 5 • . * 2^°^)* \-2(°' 5 > 3 v 

sarà dato dalla formola 

(Q,r.) 10 -1 (ì-o,;,) »o 
P=2 = 2 °' 5 , 

onde logP= 1 ""^ 5) ' O x0,30l0300. 

Ora iO.logO, 5=1, 9897, quindi (0, 5 r —0,00097656, 
e perciò 1 - (0, 5) lo =0, 999023: 

e quindi log[l— (0,5) 10 j = 1,9995755 

log0,301 0300= 1,4786098 
-log0,5= 0,3010300 

log(logP)= 1,7792153 
onde logP=0,601472, 
e quindi P=3,9946. 

Se e<\ si ha per w = oc, HmV=a f= * m 9 se e>i, a>1, sarà 

/?mP=oo ; se e>l, a<l, sarà/tmP=0. Nel 1° e nel 3° caso io 

chiamo la progressione convergente, nel 2° divergente. 
Il prodotto P si può anche trovare in quest'altro modo: 

Noi abbiamo g = g=M = ....=jg=,, e quindi 

loglH-logc-Hogrt-K . . . -4-log/ logP — Ioga 

"~~loga-Hog&-Hogc-h • • .-Hog/f~ logP— log* * 

onde (1 — c)logP=loga— elogi, cioè logP^sdog-ij-, onde 

219. — Fra le sei quantità a, l, n, e, P, n abbiamo le tre for- 
inole (1), (4), (5); quindi date tre di queste quantità possiamo 
trovare le altre tre: avressimo cosi venti problemi a risolvere ana- 
loghi ai venti proposti per le progressioni geometriche. Però anche 
qui incappiamo nelle stesse difficoltà presentate dai problemi 5, 6, 
17, 18, 19, 20, quindi noi daremo solamente la tavola di quei 
problemi che si sanno risolvere. 
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Queste formole si potrebbero ricavare da quelle date al N. 201 , 
osservando che i logaritmi dei termini della progressione logarit- 
mica formano una progressione geometrica la cui ragione è e. 

220. — Se consideriamo le tre progressioni 

-S-0.4 . S • 3. n— 1.— »... , 

. . I • 1/ • C . D ....... ..L. 'V ..•«*•• 

2 3 n~ì ti 

'ia'.'d *• (X *. * *. 'a ',*ci *.*.... , 

la prima aritmetica, la seconda geometrica e la terza logaritmica ; 
i termini della prima sono i logaritmi dei termini corrispondenti 
della seconda in un sistema di oase e, ed i termini della seconda 
sono i logaritmi dei termini corrispondenti della terza in un si- 
stema di base a, cosicché se facciamo a=e, i termini della prima 
progressione sono i logaritmi dei logaritmi dei termini corrispon- 
denti della terza progressione, presi i logaritmi nel sistema di base 
e. Se avessimo una tavola di questi logaritmi di logaritmi, si cal- 
colerebbe la potenza di un numero per mezzo d'un'addizionc, ed 
una radice con una sottrazione. 
Difatti noi abbiamo logA*=BlogA, e quindi 

log(logA") = logB-hlog(logA). 
» 1 

Abbiamo parimente logj/I=-g-logA, e quindi 

B 

log(logf/A)=log(logA)— logB. 



CAPITOLO XXVIII. 



OPERAZIONI SUI LOGARITMI NEGATIVI. 



221. Accenneremo ora ad alcune semplificazioni che si possono 
introdurre nei calcoli quando s'ha ad operare sui logaritmi nega- 
tivi. Questi logaritmi possono essere di due specie, cioè , o sono 
logaritmi positivi preceduti dal segno — , o sono logaritmi che 
hanno la mantissa positiva e la caratteristica negativa. Se chiamiamo 
c la caratteristica ed m la mantissa d'un logaritmo, auesto si può 
rappresentare col simbolo c,w, e se c è negativo ed m è posi- 
tivo, il logaritmo si può rapppresentare col simbolo c,m. Le sem- 
plificazioni cui accenniamo hanno per iscopo di ridurre il risultato 
di una qualunque delle quattro operazioni, addizione, sottrazione, 
moltiplicazione, e divisione di logaritmi ad una delle due forme 
c,w; c,wi. 

4° — Addizione algebrica. — Si vuol calcolare la somma 
c,wH-ci,w, — ~c 2y m t , — c^m^c^m^ Noi potremmo calcolare questa 
somma cercando prima la somma c,wH-ci,ro,-l-C4>w*4 e poi la 
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somma ct,wv+-c 3 ,m„ e quindi sottraendo questa seconda somma 
dalla prima , cioè facendo tre operazioni ; ma possiamo calcolare 
la somma con una sola operazione, osservando che 

A— c„ w «= A— (0, m t — c,)= A-Hc— 0, m t ). 

Ora c,— 0,m,=(c 2 — 1 )H-(1 — 0,w,)=(c f — 1),,",; chiamando a, 
il complemento aritmetico di m t rispetto all'unità, dunque 

A— e»,mt=A-Kct— *)»/*•■ 0) 

Abbiamo poi 

B-c„m s =B-|-(c,-H )-€»,m»— (c,-H )=B-h(i — 0,ro,)— (c,-H) , 
ossia 

B— c„m,=B-Kc7hi),^, , (2) 
essendo /x 3 il complemento aritmetico di ro, rispetto ad !. Dunque 
sarà 

S=c, m-hc , , m,— c t , «H— c„ m,-K 4 , m 4 =c, ro-H, , m,-H(c,— 1 
ossia 

S=[c- c,-HJ — 1— (c 8 -hl)-hc 4 ],(m-4-m 1 4-/* a H-^3-hm 4 ). (3) 

La (t) ci dice che : per sottrarre da una quantità un logaritmo 
a caratteristica sola negativa basta diminuire il valore assoluto 
della caratteristica del ^logaritmo d' un' unità t e quindi prendere 
< il resto positivamente pei' nuova caratteristica, e per nuova man- 
tissa il complemento da 4 della mantissa del logaritmo; quindi 
sommare col minuendo il logaritmo risultante. 

Si voglia, per es., calcolare la differenza 

D=3, 1415169-2,4835723, 

sarà D=3,1 41 51 69+1 , 5 i 64277=4,6579446. 

La formola (2) ci dice che : per sottrarre da una quantità un 
logaritmo tutto positivo, basta crescere d'urìunità la caratteristica 
e prenderla negativa, cangiare la mantissa nel suo complemento 
da 1, e quindi sommare il logaritmo risultante colla quantità 
proposta. 

Per es., se si vuol calcolare la differenza 

D=3, 1415169-5,3447897, 

si avrà D=3,1415169-+Hl, 6552103=3,796727-2. 

Possiamo abbracciare queste due regole nella seguente: — Per 
sottrarre un logaritmo da una quantità, si aumenti di 1 la ca- 
ratteristica e quindi si muti di segno; si canai la mantissa nel 
suo complemento da 1, e quindi si aggiunga il numero risultante 
alla quantità. 

Applicheremo queste due regole e la formola (3) al calcolo di 
una espressione numerica per dimostrare come con esse si pos- 
sono abbreviare i calcoli. 

Si voglia calcolare il valore dell'espressione 

0, 075 x 0, 378 X 41 8, 75 X 85, 34 
9,37X49,74X0,0032X0,819 ' 
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Prendendo i logaritmi dei due membri di quest' eguaglianza, 
abbiamo: 

log*=5 , 87506 1 3+T, 57749 1 8-4-2, 621 9548 
+1,931 1 526—0, 971 7396—1 , 6967058 — 3, 5051 500 — T , 91 32839. 

E quindi applicando le regole precedenti, 

log *=2, 87506 1 3+ 1 , 57 749 1 8+2, 621 9548+ 1 , 931 3526 
+1,0282604+2,3032942+2,4948500+0,08671 61 ; 

se calcoliamo questa somma troviamo loga=2,9l87812 , e quindi 
£=829,483. 

222. — 2° — Moltiplicazione. — Questo caso si suddivide in 
quattro : 

I. — Si debba calcolare il prodotto c,mXh. 

Noi abbiamo ~ c ,mXh=(0,m— c)h=— (c— 0,m)/i=— (c— l),/*X/t, 
essendo il complemento di m ad 1. 

Poniamo (c — 1 ), jw-X h=c ly tn u sarà c,mX A= — Ct,ro t =(Ci +1 ),/*, , 
essendo /x, il complemento di m,. 

Esempio : 

3,4789517x4=-2,5210483x4=-10,0841932=n,9158068. 

Questo caso si può ancbe risolvere in quest'altro modo: 
Noi abbiamo c,raX^=0,mX^— eh, poniamo 0,wX/i=c„ro, , 
sarà " Cì m.hz=z{Ci—ch) y m x . 

Esempio : 

3,478951 7 X 4=0,478951 7 X 4-1 2=1 ,91 58068-1 2=17,91 58068. 

II. — Si debba calcolare il prodotto ^mX(-h). 

Noi abbiamo c,mX(— A)=(0,ro— c)(— /«)=/* (c — 0,wi)=//,(c— 1),/*. 
Esempio : ì, 7539427 X(— 2)=2x 3, 2460573=6, 4921 146. 
Anche questo caso si può risolvere in un secondo modo. 
Si ha c, m(—h)=ch—li X 0, ni ; p oniamo /iX0,m=rc t ,m„ sarà 

c,roX(— ty— c^— tV^i^M-fe+j),/*. 

Esempio : ì, 7539427 X (— 2)=8 -2x0, 7539427=8-1 , 5078854 

=8+2,4921 1 46=6,4921 146. 

IH. — Si debba calcolare il prodotto c,mXc„wif. 

Abbiamo c,wXc„m,=i(0,ro — c)(0,m t — c t )=(c— 0,m)(c,— 0,m,) 

=(c— 1),mX(c,— 1),/*,. 

Esempio : 

3,4789756X2,3475862=2,5210244x1,6524138=4,1657755. 
IV. — Si vuol calcolare il prodotto c,mX( — h). 

Si ha evidentemente c,mx( — h)z= — (Axc,m)=— c,,m,=(c,+1 ),/*,. 
Esempio : 3, 4789756 X (—4)=-! 3, 91 59024=fi, 0840976. 

223. — 3° — Divisione. — Anche questo caso ne abbraccia 
quattro distinti: 

L — Calcolare il quoziente Q=c,m:h. 
Noi abbiamo: 

Q=(0, m—c) : /*= - (c-0, m) : /b=— (cWl ), u : fe=— c t , mi=z(crtf 
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Esempio : 

47, 4875348: 5=— 1 6, 51 24652: 5=-3,3024930=4, 6975070. 

Questo caso si può anche risolvere nel seguente modo: 
Se c è multiplo di h di guisa che sia c=pft, sarà 

c,m 0,m 



-y-= p=0,m,— p=jf,fr., 

Se c=p/i— r sarà: 

c,m Ò,m— p/t-4-r r,m n 

— = £ =— — p=0,»h— p=p,wi, • 

fcmpìo 1°: i5,48 ^ 5348 = 3,09750VO. 

Esempio |>: ^> 4 ^ = 3 ^ 75 f^° =^6975070. 
II. — Calcolare il quoziente Q=^. 



Si ha evidentemente: 

ft 0,m— c c— 0,m (c — 4),/* 

Q =-=7T=— F-= /T-' 

r 17,4875348 16,5124652 « Qno/OQA 
Esempio : — = > = 3, 3024930. 

Questo caso si può anche risolvere in quest'altro modo: 

0 . . c,wi O.tn — c c 0,wt A . - 

Si ha ^= _^ =-j ^- = c 1 ,w i -0,m t =C| f m t -+-i,/*f 

p . 17,4875348 17 0,4875348 «,_n nQ ^ n 
Esempio: — = ^- ? — g =3,4—0,09750/0 

=3,4+1,9024930=3,3024930. 

HI. — Calcolare il quoziente Q=s . c, °? ■ 

M , , * n 0,m— c c— 0,m (c— 1),u 
Noi abbiamo Q=7r = ?r — = r — rr 

r.™™*. ^,48753.48 . 16,5124652 
5,4534875 =~ 4,5465125 ' 

IV. — Calcolare il quoziente Q=-^r- 

Noi abbiamo Q= 7p=— CuWi=(Ci,-r-l),«i . 

&empw i?> ^ 848 =~3 ) 4975070=r4,5024930. 
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CAPITOLO XXIX. 

SUI LOGARITMI DI GAUSS. 



224. — Gauss ha costrutto delle tavole colPaiuto delle quali si 
può trovare il logaritmo d' una somma o d' una differenza con 
estrema facilità. Le tavole di Gauss O constano di tre colonne 
principali. La prima colonna intitolala A procede di millesimo in 
millesimo da 0 fino a 2, di centesimo in centesimo da 2 a 3,4-, 
e di decimo in decimo da 3,4 a 5. I numeri di questa colonna 
rappresentano i logaritmi dei numeri da 1 fino a 100000 con va- 
ria approssimazione, cosicché chiamando A uno qualunque dei nu- 
meri di questa colonna, ed n il numero che ha per logaritmo A , 
abbiamo 

A=logn. (1) 
Ora si ha l 0 g(l4-l)=log~tl==log(«-hl)-A. 



Poniamo 



log('H-i)=B, log(n-h1)=C: 



fra A, B, G esisterà la relazione C=rA-f-B. Le quantità B e C sono 
i numeri corrispondenti ad A nella seconda e terza colonna, inti- 
tolate colle stesse lettere ; questi numeri sono calcolati con 5 cifre 
decimali esatte, e siccome per n> 100000, le prime cinque deci- 
mali di logn sono sensibilmente comuni a quelle di log(n-M), se 
si avesse A=logw sarebbe A>5, e quindi log(n-4-1)=C— A, e 
perciò B=C— A=0. Egli è perciò appunto che la prima colonna 
si è estesa solamente fino a 5 

225. — Veniamo ora all'applicazione di queste tavole. Noi ci 
limiteremo alla risoluzione di due problemi. 

Problema 1° — Dati due numeri a, b, trovare il logaritmo di 
a-hb. 

Supponiamo a>6, e poniamo Ioga — logò=A=logm; sarà 

a v . . a , . cH-6 . I . b a-hb 

W=T , e quindi m+>i= T +\~—> l-h-=1+-=— . 

e per conseguenza sarà log ( m -M ) = C = log (a-r-b) — logò, 

• og^ l -+- =B=log(a-hò)— Ioga ; onde 

log(a-t-6)=logfc-f-C ; .(2) 
log(a-f^)=loga-hB. (3) 

(*) Vedi il Manuale logaritmico trigonometrico di Ròhler , pag. 207 e 
seguenti. 
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Ciascuna delle due formole (2), (3) risolve il problema. Infatti 
cerchiamo A nella prima colonna, i numeri corrispondenti delle 
altre due ci daranno i valori di B e C, e quindi saranno cono- 
sciuti i secondi membri delle (2), (3). ^ 

Esempio. — Calcolare l'espressione #= }/:¥[-+- f/4782. 
Noi abbiamo logj/478l= 0,91 99024, log f/37=0, 5227339, quindi 

A=0,3971685. . J . , « n,/c A n 

Ora al numero A=0,397 corrispondono i valori B=0,14o40, 

C=0 54340. 

Per fare la correzione relativa all'aumento 0,1685 di A ci serviamo 
delle due colonne intitolate D, situate a destra delle colonne B e C, 
e che contengono le differenze dei numeri situati in queste ultime 
colonne, e formiamo le proporzioni 

1:29=0,1685:!/, onde */=29 X 0,1 685= 4,89 ; 

1 : 71 =0,1 685 : t, onde 2=71 X 0, 1 685=1 1 , 96. 

Quindi al valore A=0,3971685 corrisponderanno i valori 

0,14640 0,54340 
- 4,89 + 11,96 

B=0,1463511 C= 0,54351 96, 

quindi sarà 0 a 99934 0,5227339 

4-0,1463511 -4-0,5435196 

\ogx= 1,0662535 = 1,0662535, 

onde 11 643. 
226. — Problema 2° — Dati i due numeri a e b trovare il 

logaritmo di a— b. 
Qui conviene distinguere due casi: 

i° caso: a^26. Poniamo Ioga— logò— log(m-M)=C; sarà 
a . a a—b , . 1 , b a 



m~M= T > e quindi m= T -l= — , b =— b > 

onde logm=A=log(a-/>)— logò, log(l+^)=B=loga-log(a-/>)> 
e quindi 

\og(a— 6)=log6+A, (4) 
log(a— ò)=loga— B. (5) 

Ciascuna delle due formole (4), (5), risolve il problema. Infatti 
trovato nella colonna C il numero Ioga— log6, i valori corrispon- 
denti di A e B sostituiti nelle (4) e (5) danno log(a— b). Se a>26 
si troverà necessariamente nella colonna C il numero Ioga— logò. 



Infatti essendo in tal caso -j>%> ed m=y— 1, sarà m>1 

quindi C=log(l-hw)>log2, cioè C> 0,3010300. Ora se supponiamo 
m=1, abbiamo m-M=2, e quindi C=0,3010300, dunque tutti i 
numeri della colonna G sono maggiori di log2, e quindi nei limiti 
dell'approssimazione in cui ci teniamo e nella supposizione di a e 
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b minori di 100000, si troverà sicuramente il numero Ioga— logò 
nella colonna C. 

Esempio. — Calcolare l'espressione o=j/4782— j'37. 
Noi abbiamo trovato nell'esempio precedente 

log j/4782— log |/37=0,397 1 685, 

Suindi porremo 0=0,3971685. 
ra al numero C=0,39669 corrispondono i numeri A=0,174, 
B=0,22269. Per fare la correzione corrispondente alla differenza 
0,3971685-0,39669=0,0004785 formo le due proporzioni: 

l:60=y:47,85, onde */=0,7975; 40: 60=*: 47, 85, onde :=31,90; 
quindi 

0,174 0,22269 
-h 0,7975 — 31,90 

A=0,1 747975 B=0,222371 0. 

Quindi sostituendo nelle (4), (5): 

0,1747975 0,2223710 
-4- 0,5227339 — 0,9199024 

log.r = 0,6975314 =0,6975314. 

2° caso: a<26. Poniamo Ioga —log&= log ^1-h-^ = B ; 
sarà 1-H^= ^ . onde m= — j , 1-+-m= e quindi 

A=logò— log(a— b) y G=loga— log(a— 6), 
onde si ottiene finalmente 

log(a— 6)=logò — A ; (6) 
log(a— ò)=loga— C. (7) 

Ciascuna delle due formole (6), (7) risolve il problema. Infatti 
cercalo nella colonna B il numero Ioga — logi, i valori corrispondenti 
di A e C sostituiti nelle (6), (7) danno log(a-ò). Ed è facile il 
vedere che se a<26, si troverà sicuramente Ioga— logfc nella co- 
lonna B. Difatti se a<26 sarà i^-^<% e quindi B<0,3010300. 

Ora i numeri della colonna B sono appunto tutti minori di 0,3010300. 

Esempio. — Calcolare j/tt — i/e. Noi abbiamo tt=3,14159..., 

rf, 71 8281 828... Quindi logj/*=0,1657167, logj/^=0, 1085736, 
dunque B=0,0571431. 

Ora al valore B=0,05726 corrispondono i valori A=0,851 , C=0, 90826. 
Per fare la correzione corrispondente alla differenza 

0,05726—0,0571 431 =0,0001 1 69, 

formo le due proporzioni 12: 1 =11,69:y, onde y = 0,9741; 
12:88=11,69:*, onde 2=85,72; quindi 

0,851 0,90826 
+ 0,9741 -h 85, 72 

A=0,8519741, G=0,90911 72 . 
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Dunque sostituendo nelle (5), (6): 

0,1657167 0,1085736 
- 0,9091172 -0 ,8519741 

loga?= 1,2565995 = 1,2565995, 

onde «=0,180551. 

227. — Le tavole di Gauss furono "modificale e rese più comode e 
più idonee alla pratica da Zech e quindi dal prof. Hoùel, i quali co- 
strussero le tavole di addizione separate da quelle di sottrazione. 

Ecco la disposizione e l'uso delle tavole di Hoùel. 
Le tavole di addizione constano essenzialmente di due colonne; la 
prima intitolala H contiene i valori di logx, essendo x il rapporto 
di due numeri a e 6, di cui a > b; e questi valori procedono di 
millesimo in millesimo da 0 a 1,650, di centesimo in centesimo 
da 1,65 fino a 3, e di decimo in decimo da 3 fino a 5 ; la seconda 

colonna segnata L contiene i valori corrispondenti di log^l-4--^ 

espressi con cinque decimali. 

Queste tavole servono a trovare il logaritmo di a-hb quando 
sono conosciuti Ioga e logò. 



Infatti si ha aH-^=a^1-h-~^, quindi 

log(a-h&)=loga+log(l -h — Y 



a 



Posto -jj-— x y cerchiamo nella tavola il valore R di log«=log« — log6, 
il valore corrispondente di L sarà L=log^1 H- — ^=log^l H- — ^ , 
e quindi sarà 

log(a-hfc)=loga-hL. (a) 

Questa formola è evidentemente identica alla (2). 

A destra della colonna L v'ha una terza colonna segnata D, la 
quale contiene le differenze tabulari dei valori di L. 

Le tre colonne R, L, D, sono identiche alle colonne A, R, D 
delle tavole di Gauss, quindi si usano nello stesso modo. 

Le tavole di sottrazione constano egualmente di due colonne 

principali. La prima segnala R contiene i valori di log.r=logy 

da 0,3 fino a 5; questi valori procedono di decimillesimo in de- 
cimillesimo da 0,3000 sino a 0,4800, di millesimo in millesimo da 
0,480 a 1,500, di centesimo in centesimo da 1,50 a 3,20, e final- 
mente di decimo in decimo da 3,2 a 5. La seconda colonna segnata L 

contiene i valori corrispondenti di log — con cinque decimali. 

\--. 

X 

Queste tavole servono a trovare il logaritmo di a— -b, quando si 
conoscono Ioga e log&. 
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Difatti si ha a— ò=a^l — ~)= rt: — "fi e quindi 

i 

log(a— 6)=loga— log .-. 

a 

Posto -y=- r > cerchiamo il valore R di logr, il valore corrispon- 

I 1 

dente di L sarà L=log log ^, e quindi 

^ x ^ a 

log(a-ft)=Ioga— L. (p) 
Questa forraola è identica alla (4). Difatti 

1 .= «=,+ ' =i + 1 



I b~ ~ a — b a — b m' 
' a 



perciò L=log(t+^=B. 



A destra della colonna L una terza colonna segnata I) contiene 
le differenze tabulari dei valori di L. 

La formola può servire solamente quando Ioga— logà> 0,3000 ; 
se questa differenza è minore di 0,3000, essa devesi cercare nella 
colonna L ; allora sottratto da Ioga il valore corrispondente di R, 
il resto sarà il logaritmo di a — b. 

1 a 1 b 

Infatti poniamo L=log T =log- r ; sarà 1 — —=—, donde 

. ! o x a 

~=l — — , e quindi x— — L^ = _iìL. e per conseguenza 

* ~a 

log.r=R=loga— log(a— 6) 

onde finalmente 

log(a-~6)r=loga— R. (7) 

a b 

Questa formola è identica alla (6); difatti — e quindi 

R= log^=log(1 -4- m)=C. 

Queste tavole di addizione e di sottrazione furono testé pubbli- 
cate in un formato tascabile dal prof. A. Forti, il quale loro fece 
precedere la teoria della loro costruzione e del loro uso, e la bio- 
grafia del loro vero inventore, che è un italiano, Boselli da Cre- 
mona, il quale primo ne diede un saggio al pubblico nel principio 
del secolo presente. 
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CAPITOLO XXX. 



APPLICAZIONE DEI LOGARITMI. 



228. — Risoluzione delle equazioni esponenziali. — Si chiama 
esponenziale un'equazione in cui le incognite o le variabili entrano 
come esponenti o come indici di radicali. Noi considereremo so- 
lamente le equazioni esponenziali binomie, cioè quelle che si pos- 
sono ridurre alla forma a xx .b^y . <? z =£, essendo a, 6, c,..,À 

quantità positive date, a, J3, 7,... quantità reali qualunque ma pure 
date; imperocché queste equazioni si risolvono facilmente colla 
teoria dei logaritmi. 

Supponiamo adunque in primo luogo che si tratti di risolvere 
l'equazione 

« =*• , , (i) 

Prendendo i logaritmi d'ambo i membri otteniamo «#loga=logA, 

da cui si ha j= !°^ . 

aloga 

Per es., se si ha l'equazione 7 :ir =500, avremo 

log500 _ 2,6989700 
"5loi7 -2,535294 ' 
e quindi log*r=log2, 6989700— log2, 535294, ossia 

logt=0,431 1 981 -0,4040284=0,0271 697, 

onde x=i ,06455. 

L'equazione a* °% x =k si tratta come la (1). 
2$9. — Si abbiano ora le due equazioni 



Prendendo i logaritmi d'ambo i membri delle due equazioni, 
esse diventano 

aaloga-+-jfylogò==logA-, Moga.H-fti/log&.mlog/c,. 

E si hanno cosi due equazioni di 1° grado a due incognite x e y, 
dalle quali ricaviamo con uno qualunque dei metodi d'eliminazione ; 

logft.ftilog^— logA,. j31og6 alogq. log* .—egloga,, log* 

aloga. &log&,— aJogrt^jSlogò' alogrt, j^logà,— ajoga^logò' 



Questi valori di x e di y si presentano sotto la forma £ se si ha la re- 
lazione a]om - - 'ggj cioè 
,az,0ne a.loga -j^logò-logA,' 0106 
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Si 



onde 



ossia se a a = (a* 1 )', b^= (bf l ) e , A—A/ , cioè finalmente se 

a 0 

«i &i i *i siano le basi di tre sistemi tali di logaritmi, che il 

logaritmo di a* nel primo sistema, il logaritmo di b^ nel secondo 
e il logaritmo di k nel terzo siano eguali fra loro. 
Esempio. — Sia proposto di risolvere le due equazioni 

7^. 4 2 ' =5000, 4 a *:7 2 y=100. 

Prendendo i logaritmi ci risultano le due equazioni 

(31og7)3H-(21og%=log5000; (31og4)*-(21og7)i/=2, 

21og5000.1og7-t-41og4 _ 1 Iog5000.1og7-f-21og4 
G(\oipy+G(\o%A) a 3 (log7)M-(log4/ ' 
__ 31og4. Iog5000-Glog7 _ i Iog5000.1og4-21og7 
?/ - 6(log7)M-6(log4)« ~2 (log7) 8 H-(log4)« " 

Ora loe4=0, 6020600 ; log7=0, 8450980; log5000=3, 6989700: 
sostituendo ed eseguendo le operazioni indicate si trova 

1 4,3301122 __\ 0,5368053 
4=3 3 1,0766609' y ~ 2 1,0766669* 

Prendendo ancora i logaritmi otteniamo 

og* = 0,0364991 1,5228787 + T, 9679186 = 0,1272964 , onde 

05=1,3406; 

log y = 1,72981 73 + T,6989700 -h 1,9679186 = 1,3967059 , onde 

y=0,24929. 

Le equazioni a^J Ì0 ^=k t a^.b^^k» trattate come 
le (2) danno per log.r e ìosy gli stessi valori che danno per x ed y 
le equazioni (2), cosicché le equazioni 

danno log.r=l,3406, logy=0, 24929, onde 

*=21,9079, *=d, 77538. 
230. — Sia ora proposta l'equazione 

a* X .b7*=k. (3) 

Prendendo i logaritmi si ha a#loga-h —log 6 = log* , donde 

yx 

(ayloga)x'— (7logA)£-+-j3log&=i0, e ponendo arloga = m, 
7log/c=w, j31og6=/) si ottiene #=^(n:±:j/n*-4mp). 
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Esempio. — Sia proposta l'equazione 3^. 4* =500; (3') 
sarà ro=21og3, n=zlog500, ;>=log4, 

e quindi 

— ZK^ 1o é£ 0( ^ ^(log«0U)«-«log4.log3. 



Ora log3=0,4771213, log4=0, 6020600, log500=2,6989700, 
quindi (Iog500) l =7,284439l, 81og4.1og3=2, 2980452. 



Calcoliamo il radicale coi logaritmi di Gauss; noi abbiamo 

log7,2844391 =0,8623961 , log2, 2980452=0,361 3586. 

Poniamo 0,8623961— 0, 361 3586=0. 501 0375=C (v. N. 226, i°caw). 
Per 0=0,50074 troviamo B=0,16474; ora 

0,5010375-0,50074=0,0002975 ; 

formiamo la proporzione 69: 31=29,75 : 2, onde 2=13,37; quindi 
a 0=0,5010375 corrisponde B=0,1646063, e per conseguenza ap- 
plicando la (4) del num. 226 si trova 

Iog7/(log500)«-8log4.log3=ì(0,8623961 -0,1 646063)=0, 3487949, 

onde ^(lo^O)»— 8log4.1og3=2,23252 ; e quindi le due radici della 
(3') saranno 

% 69897-4-2, 23252 _ 4, 93 1 49 _% 69897—2, 23252 J), 46645 
r, ~ 1,9084852 "1,90849 ' x *~ 1,90849 "1,90849 

Prendendo i logaritmi otteniamo 

log.r 1 =0,692978lH-i,71931H=0,4122892, onde ^=2,58398; 
logr 8 =T,6688051-+-i ,71 931 1 1 =1,3881 1 62, onde ^=0,24441 . 

L'equazione 

trattala come la (3) dà 

l0gX= gj^— f / n*-4m/)), 

essendo m, w, p le stesse quantità adoperate nel caso precedente. 
Sia ora proposta l'equazione 

(ax)»w —k. (5) 

Prendendo i logaritmi abbiamo />log£X(logtf-|-log#)=log/c, cioè 
6(loga:) , -h(ftloga)log^— logA=0 ; e ponendo — ftlog«=n, — logA*=f), 

fc=m, abbiamo immediatamente log.r=^-(?z±:;/n*— Ampi * cioè 

una formola analoga a quella cui conduce la (4). 
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281. — Consideriamo finalmente l'equazione 

(ax)**=k. (6) 

Poniamo b—ma ed ax=zy\ la (6) diventa y mv —k, cioè y*=k m . 
Dunque la (6) ci conduce a risolvere un' equazione della forma 

x*=k. (6') 

Se per risolvere quest'equazione adoperiamo il metodo usato nei 
casi precedenti, esso ci conduce ad una equazione a due incognite 
x e log*, e perciò, se non è indicata o supposta la base del sistema 
di logaritmi che si adopera, il problema pare indeterminato. Infatti 

dalla (6') si ricava xlogx=log*, onde ar=|^. Ora Ioga; varia col 

variare della base dei logaritmi, quindi se questa è indeterminata 
Ioga; può prendere un valore qualunque, e quindi anche x. Però 
è facile il dimostrare che qucst' indeterminazione è solo apparente. 
Difatti prendiamo i logaritmi dei due membri della (6') successi- 
vamente in due sistemi diversi; lasciamo il simbolo log per indicare i 
logaritmi nel primo sistema, e rappresentiamo col simbolo L i loga- 
ritmi nel secondo sistema, avremo le due equazioni 

log* Lk 

'^logtf' ^Lx' {n 

Ora al numero 200 abbiamo dimostrato che J^==Jy!j£==M, 

essendo M una quantità costante qualunque siano x e k, dunque 

sarà log#=M.Lx, logfe=M.LA; e quindi ; cioè i due 

valori di x rappresentati dalle formole (7) sono eguali, dunque % 
non ha che un solo valore che soddisfaccia alla (0'). 

Ma tuttavia noi non possiamo trovare x qualunque valore arbi- 
trario diamo a log*, perchè non conoscendo la base in cui x ha 
questo numero arbitrario per logaritmo, non possiamo trovare 
nello stesso sistema il valore di log*. 

L'equazione (6') si può risolvere con ripetuti tentativi e con una 
certa approssimazione operando nel modo seguente: 

Il valore di k mostra immediatamente se x è maggiore o minore 
dell'unità. Difatti se A:>1, sarà #>1, e se &<1, sarà x<1; esclu- 
diamo il caso in cui k sia negativo. Dunque supponendo k> 1 , 
sostituiamo nella (6') invece di x successivamente i numeri I, % 3,..; 
noi troveremo due numeri n, n-M tali che ci daranno le relazioni 
n"<&, (n-h1) n+l >A\ Allora sostituiamo nella (6') ad x succes- 
sivamente i valori n,i , n,2, n,3,..., fino a n,9: troveremo 
necessariamente che x dev'essere compreso fra n e n,1 o fra due 
consecutivi dei valori sostituiti, o fra w,9 e rH-1. Supponiamo che 
x sia compreso fra n,6 e n,7; nella (6') sostitueremo invece òix 
i valori n,61, n,62, w,63,.. Cosi procedendo possiamo trovare re 
coll'approssimazione che vogliamo. 

Esempio. — Si debba risolverò l'equazione #*=7 coll'approssi- 
mazione di i$Qo . 

Levi 13 
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Evidentemente x è compreso fra 2 e 3. Nell'equazione proposta 
facciamo successivamente x eguale a 2,1, 2,2, 3,3,...., e ricor- 
diamoci che log7=0, 8450980. Ora 

2,1 .log2,1=0,6766605; 2, 2. log % 2=0, 75332994; 
2,3.log2,3=0,831 97394 ; 2, 4. log2, 4=0,91 25069: 

dunque * è compreso fra 2,3 e 2,4. Poniamo perciò x eguale 
successivamente a 2,31, 2,32. Ora 2, 31. log2, 31 =0,8399437, 
2,32.1og2,32=0,8479322; dunque x è compreso fra 2,31 e 2,32. 
Ora 2,316.log2,316 = 0,8447346; 2,31 7. fog2,31 7 = 0, 8455365 ; 
dunque x è compreso fra 2,316 e 2,317, e perciò l'uno o l'altro 
di questi due numeri è la radice dell'equazione proposta appros- 
simata a meno di j^q- 

232. — Interesse composto. — Allorché s'impiega un capitale 
ad un certo tasso per anno e per lira, e alla fine d'ogni anno 
Tinteresse prodotto dal capitale si aggiunge al capitale come gene- 
ratore d'un nuovo interesse, alla fine d'un numero determinato di 
anni il capitale primitivo avrà prodotto non solo il proprio interesse 
semplice, ma anche gli interessi dei suoi interessi. La somma di 
tutti questi interessi si chiama interesse composto dal capitale. 
Sull'interesse composto possiamo proporre moltissimi problemi. Noi 
ne risolveremo alcuni dei principali e più utili a conoscere. 

Problema 1° — Un capitale C è staio impiegato all' interesse 
composto per un numero t d'anni al tasso dt i lire per I lira : 
alla fine dei t anni il capitale C aumentato dei suoi intwessi com- 
posti è divenuto un altro capitale C. Trovare una delle quattro 
quantità C, i, t, C, quando ne sono date tre. 

Nel primo anno il capitale C non produce che l'interesse semplice 
Gt| dunque alla fine del primo anno o al principio del seconao il 
capii ale C è diventato C-t-Ci ossia C(1-H). Dunque dato il capitale 
al principio d'ogni anno, se lo si moltiplica per (1-H), il prodotto 
rappresenterà il capitale che risulta alla fine dello stesso anno. 
Dunque il capitale alla fine del secondo anno, sarà C(1 H-t)*, alla 
fine del terzo C(1-H)',.-> alla fine del t esimo anno C(1-H)', dunque sarà 

C'=C(1-H)<. (1) 

Da essa ricaviamo 

r— c ' ,ch -- logC'-logC „ lo gC-logG . 

c '~ (A - log(1-H) (J) ' Ì0 W+ 1 )- i W- 

Le formole (1), (2), (3), (4), risolvono il problema. 

233. — Problema 2°. — Io ho depositato presso un banchiere 
un capitale C, e alla fine d'ogni anno ritiro dal banchiere me- 
desimo una somma a (annualità). Quale sarà il mio credilo presso 
il banchiere alla fine di t anni , supponendo che il capitale e le 
annualità producano interesse composto al tasso diìlireper una lira? 

Alla fine del tempo t il capitale C sarà diventalo C=C(1-H') f . 
Alla fine dei t anni la prima annualità a diventerà a(l-M)'- 1 la 
seconda «(l-l-t) 1 -*,..., l'ultima annualità non produrrà alcun inte- 
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resse e sarà perciò ancora a. Dunque la totalità delle somme ri- 
tirate dal banchiere insieme ai loro interessi è rappresentata dalla 
somma 

S=a-r-a(l4-t)-+-a(l-hty-h -ha(l-H)'- 1 ; cioè S=a (1 ~ M [~~ 1 . 

Dunque il credito mio verso il banchiere sarà dato dalla differenza 

R=G(lH-t)^-a (l4 '^"" 1 . (5) 

Con questa formola possiamo trovare una delle cinque quantità 
C, a, t, t, R, quando ne sono date quattro. Bisogna però eccettuare 
il caso in cui la quantità incognita sia i, perchè la formola (5) è 
un'equazione di grado H-l rispetto ad t, e quindi in generale non 
si può risolvere che per approssimazione. Gli altri casi si risolvono 
colle formole seguenti che si ricavano immediatamente dalla (5): 

_ R/+fl|(Wy-1] _ 
t(l-H)' ' w 

: C(i +t y-R 



(i-H) # — r 

f _ log(Rt— a)— log(C<— a) 8 
log(M-l) 

234. — Problema 3° — Ho depositato presso un banchiere un 
capitale C, c dopo n anni ritiro alla fine d'ogni anno un'annua- 
lità a. Le altre ipotesi e la domanda sono le stesse di quelle del 
pi oblema precedente. 

Alla fine di t anni, il capitale C è diventato C(l-K)', la prima an- 
nualità è diventata «(l-H)' - "" 1 , la seconda annualità «(l-H)'"* -2 ,--, 
l'ultima annualità non produce interessi, e quindi resta a, dunque 
nel nostro caso abbiamo S=«-Hi(1-M)-Hi(1 -M)*-K.. -H*(1 

donde S— a' 1 l """" ; e perciò sarà 

R-^i^'-^^i^^ . (9) 



Dato t e date quattro delle altre cinque quantità a, C, R, /, H t 
possiamo trovare la rimanente colle formole seguenti: 

c = R ^:r~ 1J > .< io > 

[C(1+t)'-R] ' 

'=i5i(T+r)I log(R.-«H-!og(1+i) »-loglCi(1+»)"-a|] , (12) 
n= ì ^} Tr) [logaH-!og(1-+/)'-log|Rt-a-Ct(l+t')'S]- (13) 
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235. — Problema 4° — lo ho un debito di C lire papabile in 
rate eguali ad a ed in n scadenze di eguali intervalli. Sia C 
l'ammontare del capitale coi propri interessi composti al tasso i 

r ogni intervallo e per ogni lira; trovare una relazione fra 
a, n, i, CV. 

Noi abbiamo evidentemente 

t 

Quanto al debito C esso sarebbe soddisfiatto se pagassi subito le 
somme che producono a a ciascuna delle scadenze, cioè le somme 

f^E' (T^b)*' (Ih^)"'""' (i-H')* ' Dunc * ue C sara la somma di 
questi n termini d'una progressione geometrica il cui primo ter- 
mine è ;jqpj, e la ragione è e perciò sarà 

(— Y-i 

C=— , ossia semplificando C=-^- (1 'y, • (*5) 



~1-H 1 



1-H 



.— 1 



Le formole (14), (15) danno le relazioni cercate. Per mezzo di 
esse date tre qualunque delle cinque quantità i, a, G, w, C noi 
possiamo trovare le altre due. Per maggior semplicità poniamo 

(1+t)»=fc£, (\+i)=p=yT, (1-H)-— l=d=6— 1, <i-Ci=/i, 

(M-CfósA; avremo la seguente tavola: 




1 

2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 



a, C, i 
*, C, ì 
a, », t 

C, C, i 
n y C, / 
G', w, f 

a, r/, c 

e, », c 



r aC 

TP 



1 — /V » 



(Ti 
d ' 

C't 

d ' 
(fa 

& 

(p-i)C' 



ioga— logA 
logp 

_/0^fe-T-l0grt 

log/* 

logG 
log/* 

C'=&C . 

0=4. 

ti __iog( y—iog( ; 

logp 
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Vi sarebbero ancora due problemi , uno dei quali avrebbe per 
dati a, », C, e l'altro a, n, C; ma essi conducono ad equazioni 
di grado n che in generale non si sanno risolvere che per ap- 
prossimazione. Tuttavia darò qui le soluzioni approssimate ai questi 
due problemi che ho trovate nelle tavole del Callet, dove è indi- 
cata, a pag. 71— E4, la via seguita per giungere a queste solu- 
zioni. — Poniamo: 



9 


</, ti, c 


i=t-Vty , 


10 


o, n, a 





Xi—H-l/*)"' 



236. — Problema 5° — Supponiamo che l'annualità a si paghi 
alle prime t scadenze, e poi cessi d'esser pagata alle n successive 
scadenze. Trovare una relazione fra il capitale C ammortizzato 
da questa annuali tà f e le quantità a, t, n, i. 

11 capitale C è rappresentato dalla somma di ciò che divente- 
rebbero le annualità se fossero tulle pagate al principio del primo 
anno, cioè dalla somma 

a a a a _fl(l-M)*— a 

-r -, M . :wxj ~r 



(i+t)'* 1 (1-M*)'+* (l-B')'^ ^ ^(1-H)' + "~~ i(H-t)'^" ■ 
quindi sarà C=4- ^^^iyr » dalla c l ua ^ e forinola, ponendo 
/i , i. l /i .il ; Coi 2J-HM-1 12p aj 

i 

pjrYssv, u — 8(v — 1)=2, ricaviamo le seguenti: 

fcaCt r __ad log6-hloga— log(/— logt— logC log(1— s) 
a ~ rf logdH-t) ' -logU-'/ 

?=M— [/su. 

L'ultima formola si ricava col metodo stesso di approssimazione 
con cui si è ricavalo t nel problema 9° del numero precedente. 

237. — Problema 6° — Un capitale C rappresenta una rendita 
perpetua annuale a, essendo i l'interesse annuo d'una lira: trovare 
il valore di C in funzione di a ed i. 

Il capitale C è eguale alla somma di ciò che diverrebbero le 
annualità a in questo istante, cioè alla somma degli infiniti ter- 
mini della progressione geometrica. 

a a a 

H t+r (i+ty : (t-Hy : ' 
cioèC=mX— V-=T < v - K 199 >- 

1-H « 1 i 
1-H 
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Per esempio una cartella del nostro consolidato 5 OiQ che pro- 
duca una rendita di 5 lire rappresenta un capitale di 100 lire. 
Questo valore del capitale è soltanto nominale ma è sempre al di- 
sopra del suo valore effettivo o commerciale quando le vicende 
politiche fanno più o meno temere che questa rendita possa ces- 
sare d'essere pagata, e le oscillazioni di questo valore rappresen- 
tano le variazioni che subisce la fiducia dei commercianti o di 
coloro che posseggono cedole, per il governo che paga quest'an- 
nualità. Il listino ufficiale della borsa e una nota dei valori attuali 
dei capitali corrispondenti alle rendite dei consolidati o prestiti dei 
principali governi, e delle azioni e obbligazioni emesse da grandi 
società, cosicché questo listino è un quadro sul quale qualche volta 
si vede fedelmente dipinta la prosperità o la ristrettezza finanziaria 
d'uno stato o di una società. Dico qualche volta, imperciocché 
spesse volte anzi il più delle volte accade che alcuni speculatori 
con false dicerie fanno aumentare o diminuire il valore di quelle 
cartelle, e per usare il linguaggio di borsa fanno rialzare od ab- 
bassare i fondi pubblici per loro proprio conto e a detrimento di 
molli ingenui che credon loro e ai coloro che sono obbligali a 
comprare o a vendere di queste cartelle, e finalmente degli Stati 
o delle società cui appartengono le suddette cartelle. Vi sono poi 
ancora altre cause cne influiscono indirettamente su questo rialzo 
o ribasso di fondi, e che non è qui il luogo di spiegare, ma che 
sono diffusamente trattate nei libri di economia bancaria e politica. 

238. — Problema 7° — Un debitore deve pagare le somme 
B, C, D, E,.... rispettivamente alle scadenze b, c, d, e,.... e vor- 
rebbe saldare il suo debito in un sol pagamento di una somma A. 
A qual epoca devegli fare questo pagamento t avuto riguardo al- 
^interesse composto annuo ai i lire per una lira? 

Chiamiamo a„ a„ a„... le somme a cui si ridurrebbero B, C, D,.., 
se fossero pagate al principio della prima scadenza. Sia t il tempo 

cercato; noi avremo 0,=^—^, a t =^-^ cì 0,==^-—^,..., e 

(a,-ha,-Hi,H-...)(H-t)' = A. («) 

. logA— log(a,-Hi,-K-K--) 

Da questa ricaviamo t=-£ * ' . -. 

log(l-M) 

Se fosse conosciuto t e si domandasse A, esso sarebbe dato di- 
rettamente dalla (a). 

239. — Problema 8° — Un'annualità a dev'essere pagata per n 
anni. Dopo quanto tempo si potrebbe estinguere il debito pagando 
in una volta sola la somma na ? 

Sia c la somma cui si ridurrebbe la somma na se questa fosse 
pagata in principio del primo anno, chiamiamo t il tempo cercalo; 
noi abbiamo c(l-ht)' =wa. 

a(\-4~i) n a 

Ma abbiamo ancora c= . . ' (v. Problema 4°) ; quindi 
sarà M =1 !W: ' 
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Perciò, ponendo (1-ht)"=6, sarà 

_ logn-+-ìogt-f-nlog(l -H')— log(fr —1 ) 
log(l-B") 

Se il debitore avesse voluto pagare una somma m, la quale deve 
essere maggiore di c, si sarebbe trovato 

_ logm-HogH-nlog(lH-t)--logrt— log(6— 1) 

Se fosse conosciuto * e si cercasse w, l'ultima formola ci darebbe 
logm=/log(l -I-i) — log* — n log ;(i -H'H l o ^ a -+-log(&— 1 ). 

240. Applicheremo alcune delle precedenti formot alla risolu- 
zione del seguente 

Problema. — Tizio ha contratto un debito di ibOtyOQ lire paga- 
bile dopo 5 anni mediante l'interesse annuo del 12 °/ 0 . Alla fine 
dei banni, e dopo aver pagato l'interesse convenuta, non potendo 
Tizio pagare le 150000 lire, il creditore è costretto ù venire ad un 
accomodamento pel quale Tizio si obbliga di pagare un'annualità 
di 18000 lire fino all'estinzione totale del debito, calcolando gli 
interessi composti in ragione dell' $ °/ 0 . Si domanda : i a Per quanti 
anni ha dovuto Tizio pagare l'annualità; 2° Qucnto ha dovuto 
egli sborsare in tutto ver estinguere il suo debito? 

Dopo i 5 primi anni il debito di Tizio è ancora di 150000 lire. 
Sia t il numero degli anni per cui deve pagaie l'annualità di 
1 8000 lire. Noi rientriamo nel problema 2° in cui :1 banchiere rap- 
presenta il debitore ed io il creditore. Dunque dobbiamo risolvere 
l'equazione (5) in cui si faccia R=0, C=1 50000, o=18000, t=0,08. 

Facendo R=0 ricaviamo dalla (5) o dalla (8? 

(K\ ,- J°g fl — log(a— Ci) 

1 } log(l-N) » 

dunque sarà 

_ logi 8000-log( 1 8000- 1 2000) _ logi 8000-log6000 
logl,08 "~ logi, 08 

— lQ g3 _ 0,4771213 
"logi, 08 -"0,03342$ ' 

quindi 

log/-T,6786287-h1,4759442=1,l545729, onde f=14,275. 

Dunque dopo aver pagalo l'annualità per 14 anni deve ancor pa- 
gare un residuo, il quale è dato evidentemente dalla formola 

R=1 50000(1,08)".™^^ 

Ora logi ,08=0,0334238 logi 50000=5,1 76091 3 

X 14^275 -4-0,4771213 

0,4771213 5,5532126 

Al logaritmo 5,6532126 corrisponde il numero 450000. 
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Dunque 1 50000(1 108) 14 ' 275 =450000, il che si poteva trovare im- 
mediatamente dalla (K); perchè <log(1+t')=loga-~ log(a— Ci), ossia 
*log1,08=k)g3; dunque (1,08)'=3, e quindi 

1 50000(1 ,08)'=& 1 50000=450000. 

Abbiamo poi I4log(1,08)=14x0,0334238=0,4679332, a cui cor- 
risponde il numero 2,9372; quindi (1,08) M — 1 =1,9372. Ora 

. ioAn.ì.1 ioqto i nntì T A, 2552725+0,28717451 

cioè log [l8'X)0 (1> Q 8 | ) l ^~ 1 ]=5,0393570, a cui corrisponde il nu- 
mero 435872, dunque sarà R=450000-435872=I4128. 

Resta ancora a trovare l'interesse pagato da Tizio nei primi 5 
anni, il quale interesse è eguale a 5. 1o0000X 0,1 2=90000. Dunque 
la somma toiale pagata da Tizio è 

J000O+1 8000. 1 4+1 41 28=3501 28 lire. 

241 . — Vitalizi. — Problema. — Tizio riinette a Caio un ca- 
pitale C colla condizione che questi gli paghi un reddito annuo 
a per tutta la durata della sua vita. Caio accetta il contratto nella 
supposizione eh Tizio debba ancora vivere n anni. Qual è la re- 
lazione che lega le quantità C, a, i, n? 

Il reddito a si chiama in tal caso reddito o censo vitalizio. Esso 
si calcola fondandosi su un dato probabile fornito dall' esperienza 
d'un grandissimo numero di casi; questo dato è la probabilità 
della vita, cioè il numero probabile degli anni che ha ancora a 
vivere colui che dtve ricevere il censo. Egli è evidente che quanto 
maggiore è il numero degli anni che questi ha la probabilità di 
vivere, tanto minore dev'essere il vitalizio annuo che egli deve per- 
cepire a parità di capitale depositato. Quest'annualità è data dalla 

formola o ^t'^t^ del caso 5° del Problema 4° (num. 234). 

La seguente tavola serve a calcolare il vitalizio annuo corrispon- 
dente al capitale 1 che leve ricevere una persona d' un'età com- 
presa fra 30 e 80 anni , e corrispondente ancora ai tre tassi di 
interesse, del 4 °/ 0 , del 5 °; 0 , del 6 °/ 0 ; questa tavola cioè dà i valori 
di a corrispondenti a ciascuao dei valori t=0,04, i=0,05, t=z0,06, 
e dai valori n=30, 32, 34,. .,80 per C=i. La colonna A contiene 
l'età, la colonna B la durata probabile corrispondente della vita, 
le colonne C, E, F i vitalizii corrispondenti rispettivamente ai tassi 
4°/o» 5°/ 0l 6 o/ 0 , e al capitale 1. Le colonne D, D„ D, contengono 
le differenze tabulari dei due numeri adiacenti della colonna a si- 
nistra, la colonna D' le differenze Tra i due numeri di una stessa linea 
delle colonne E e C, e finalmente la colonna D', contiene le diffe- 
renze fra i due numeri di una stessa linea delle colonne F ed E 



■ 
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A 


B 

Anni 


C 

4 O/o 


D 


1 

D' 


E 

5 0/o 






F 

o o/o 


D, 


1 30 

34 
30 
38 
40 
42 
41 
40 
48 
SO 
52 
54 
50 
58 
00 
02 
04 
60 
68 
70 
72 
74 
70 
78 
80 




29, 39 
28, 14 
20, 88 
25, 02 
24, 30 
23, 09 
21,83 
20, 50 
19,:»» 

18, 00 
10, 83 
15,03 
19.15 
13.30 
12,20 
11,14 
10.12 
9,15 
8,24 
7,38 
6,58 
5,83 
5,14 
4,51 
3, B§ 
3,45 


I.lr.: 

0,0585 
0,0599 
0,0014 
0.0031 
0,0050 
0.0071 
0,0695 
0,0723 
0,0753 
0,0788 
0,0828 
0.0873 
0.0923 
0,0984 
0,1052 
0,1130 
0,1221 
0,1320 
0,1448 
0,1590 
0,1757 
0.1950 
0.2190 
0,3103 
0.2798 
0,3100 


14 
15 
17 
19 
21 
24 
28 
30 
35 
40 
43 
52 
59 
08 
78 
91 
105 
122 
1 12 
107 
199 
234 
273 
335 
302 


71 
71 

70 

2 

0!» 

09 
08 
07 
07 
Oli 
05 
04 
63 
03 
03 
63 
02 
62 
62 
02 
02 
03 
03 
04 
03 
66 


Lire 
0,0050 
0,0670 
0,0684 
0.0701 
0,0719 
0,0740 
0.0703 
0,0790 
0.0820 
0,0854 
0,0893 
0,0937 
0.0988 
0.1047 
0,1113 
0,1403 
0,1283 
0.1 38S 
0,1510 
0,1052 
0.1819 
0,2019 
0,2253 
0,2527 
0,2803 
0,3220 


14 
14 

17 
18 
21 
23 
27 
30 
34 
39 
44 
51 
59 
OS 
78 
90 
105 
122 
142 
107 
200 
234 
274 
330 
303 


76 
74 
74 
73 
72 
TI 
71 
69 

0«) 
08 
07 
07 
00 
05 
04 

04 
04 

03 
69 
63 
03 
03 
04 
65 
66 
66 


Lire 

0,0732 
0.0714 
0.0758 
«0,0774 
0.0791 
0,0811 
0.0834 
0,0859 
0,0889 
0,0922 
0,01100 
0,1 004 
0.1054 
0,11 12 
0,1179 
0.1257 
0.1347 
0.1451 
0,1573 
0,1715 
0,4889 
0.2082 
0.2317 
0,2592 
0.2929 
0.3292 


12 
14 
10 
17 

20 
23 
25 
30 
33 
38 
44 
50 
58 
07 
78 
90 
104 
122 
112 
107 
200 
233 
275 
337 
303 



Osservando questa tavola si scorge che l'accrescimento del red- 
dito vitalizio è sensibilmente proporzionale all'accrescimento di età 
e all'accrescimento del tasso dell'interesse. 

L' uso . di questa tavola è molto facile. Se l' età e il tasso 
sono contenuti nella tavola basta moltiplicare il reddito vitalizio 
corrispondente per il capitale depositato, e il prodotto indicherà il 
reddito vitalizio da percepire. Per es., se una persona di 52 anni 
deposita un capitale di 50000 lire all'interesse del 6 °/ 0 per ritrarne 
un reddito vitalizio, questo sarà dato dal prodotto 

50000X 0,1004=5020. 

Se l'età fosse 51 Va» operiamo in questo modo: 

11 vitalizio per 50 anni al 6 °/ 0 per 1 lira è 0,0960 . . . 0,0960 

Ora nella colonna D g troviamo fra 0,0960 e 0,1004 la 

\ 

differenza 44, dunque ±H—i-h-^:x t onde #=33 33 

dunque il reddito vitalizio per anni 51 Va ài età al 6 °/ 0 per 

1 lira è 0,0993 

perciò il vitalizio per 50000 lire sarà 50000x 0,0993=4965. 

Se l'età fosse 52 anni, ma l'interesse fosse del 5 3 / 4 °/ 0 , allora 
operiamo nel seguente modo: 

Alla colonna E nella linea dell'età 52 troviamo il reddito vitalizio 
0,0937; nella colonna D\ troviamo nella linea dell'età 52 il nu- 
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mero 67, che rappresenta la differenza fra il reddito 0,0937 al 5 0 tì 
e il reddito 0,1004 al 6°/ 0 , corrispondenti alla slessa età ; dunque 
abbiamo la proporzione 

1 : 67= 3 / 4 : *, onde *=50,25. Dunque 0,0937 

5025 

il reddito a 52 anni per il capitale 1 al 5 3 / 4 °/ 0 è 0,098725 
e quindi il reddito per 50000 sarà 

0,098725 X 50000=4936,25. 

Finalmente se l'età è 51 l /o e il tasso 5 3 / 4 per °/ 0 , si co- 
mincierà a trovare la rendita al 5 °/ 0 corrispondente all'età 51 Vìi 



ed otteniamo: 

Reddito al 5 °/ 0 per età 50 0,0893 

2:44=1-44: x x= 33 

Reddito al 5 °/ 0 per età 51 >/, 0,0926 

Alla colonna D', troviamo nelle linee delle età 50 
e 52 la differenza 67 ; 

1 : 67= 3 / 4 : y y— 6025 

Reddito al 5 3 / 4 per °/ 0 per l'età 51 i/ 8 0,097625; 



dunaue il reddito per 50000 lire sarà 0,097625 x 50000=4881,25- 
242. — Applicheremo questa tavola alla risoluzione del seguente 
Problema. — Tizio impresta per 15 anni a Caio annualmente 
la somma di 3000 L., all'interesse composto del 6 3 / 4 °/ 0 . Alla 
fine dei 15 anni Caio si obbliga di pagare a Tizio un vitalizio 
corrispondente al tasso del 5 l L per °/ 0 . Quale dovrà essere auesto 
reddito vitalizio sapendo che Tizio ha 49 anni e 7 mesi all'atto 
della scrittura d'obbligo di Caio? 
Il debito di Caio alla fine dei 15 anni è dato dalla forinola 

CsTstt ^"* 4 *! del problema 4° (N. 235), essendo a=3000, 

i=0,0675, n=15. 

Ora log1, 0675=0, 0283679; 0,0283679x15=0,4255185, dunque 
log(1-H)"=0, 42551 85. 

Coi log. di Gauss, al valore C=0,42606 corrisp. B=0,20406 

-0,4255185 
54,15 

62 : 38=54,15: x *= 3319 

Dunque a C=0,4255185 corrisponde il valore B=0,2043919' 

Dunque log [(l+f)»-i 1=0,42551 85 - 0,2043919 = 0,2211266. 
Ora Iog3000=3,477l213, log0,0675=*, 8293038, dunque 

logC'=3,4771213-K),2211266-M ,1706962=4,8689441 , 

onde C'=73951. 
Ora per trovare il reddito vitalizio al 5 ì j ì °/ 0 corrispondente 

al capitale 73951 ed all'età 49-f-r^ operiamo nel seguente modo. 
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Il vitalizio al 5 °/ 0 per età 48 anni, capitale 1 è 0,0854 
2:39=(1+.p 2 ):*, 3088 

i:67=s£:y, ' y= 3350 

il reddito vitalizio al 5 l / 2 per °/ 0 per l'età 49 7 / 13 , e~~ 

pel capitale 1 è 0,091838 

Quindi il reddito vitalizio 'cercato sarà: 73951X0,091838=6780 
lire circa. 



CAPITOLO XXXI. 

» 

SULLE APPROSSIMAZIONI DECIMALI ('). 



243. — Supponiamo che d'un numero decimale N , avente un 
numero determinato od illimitato di cifre decimali, si tenga conto 
solamente delle in prime cifre ; il numero A che ne risulla si dice 
il valore di N approssimato a meno di un 10 t,/mo J il che signi- 

fica che la differenza N — A è minore di 77:- : ma se si aumenta la 

m «*M c jf ra di A d'un'unità avrassi un altro numero B che sarà 

ancora il valore di N approssimato a meno di ^ Il numero A 

si dice calcolato per difetto, il numero B per eccesso. Quale dei 
due numeri A e B è più approssimato al numero N? Evidente- 
mente sarà più approssimato A, ovvero B, secondo che V(m-r-i) nm 
cifra di N e minore di 5, oppure eguale 0 maggiore di 5. Dunque 
quello che è più approssimato è calcolato a meno di una mezza 
unità clelTm""" 0 ordine, ed è quello che si mole chiamare il va- 
lore di N con m decimali. Dunque per calcolare un numero con 
m cifre decimali è indispensabile il conoscerne Y(m-+4y* ìm * cifra. 

Supponiamo che A sia il valore di N con m cifre decimali , la 
differenza N — A, oppure A — N, secondoché A è calcolalo per di- 
fetto 0 per eccesso, si chiama Yerrore assoluto di A, e il rapporto 
dell'errore assoluto al numero N si chiama Yerrore relativo di A. 
L'errore assoluto non ci dà per se sole un'idea del grado d' ap- 
prossimazione con cui s'è calcolata uift grandezza. Per es., se 
nel misurare una lunghezza io ho commesso un errore di 5 metri, 
quest'errore è tanto più grande quarto più piccola è la lunghezza; 
Terrore, per es., è detto comunemerte grandissimo se la lunghezza 
è di 6 metri ; lo stesso errore è dtlto piccolissimo se la lunghezza 
è di 600000 metri. Il grado d'approssimazione è quindi natural- 

(*) Questo capitolo è tratto dalle attinte che il compianto prof. Novi 
fece al Trattato di Aritmetica dei Hrtiu*d, da lui tradotto. 
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mente definito dall'errore relativo, poiché allora è evidente dalla 

5 5 

ispezione dei due errori relativi , ^q^qqq che il secondo sbaglio 

è affatto trascurabile, mentre il primo è notabilissimo. 

244. — Accade sovente di dover fare delle operazioni su numeri 
decimali calcolati con un numero determinato di cifre decimali o 
su numeri irrazionali, i quali si possono ridurre in decimali con un 
numero illimitato di cifre decimali. Ora se il problema, che ha dato 
luogo a quelle operazioni , richiede -che il risultato sia calcolato 
con una detcrminata approssimazione noi non sappiamo con quante 
cifre decimali dobbiamo calcolare i numeri dati per avere Y ap- 
prossimazione richiesta. E poi anche utile conoscere Terrore che 
si commette in una operazione su numeri calcolati con determi- 
nate approssimazioni. Quindi il presente capitolo verserà sulla ri- 
soluzione dei seguenti due problemi. 

Problema 1° — Con qual approssimazione si può ottenere il ri- 
sultato d'uri operazione da eseguire su numeri ai cui non si co- 
noscono che valori approssimati? 

Problema 2° — Essendo dati più numeri capaci d'essere calco- 
lati a meno d'unità d'un ordine qualunque, con quale approssi- 
mazione bisogna calcolare ciascuno di essi per ottenere a meno 
d'un' unità d'un dato ordine il risultato d'una operazione da ef- 
fettuare sopra questi numeri? 

Questi due problemi si risolvono colTaiuto dei seguenti teoremi. 

245. — Teorema 1° — Se un numero è calcolato con m cifre 
esatte, cominciando dalla cifra significativa k delle più alte unità, 

l'errore relativo sarà minore della frazione . . 

Sia N il numero di cui si tratta , a Terrore assoluto , cosicché 
N — a sia il valore approssimato con in cifre esatte. Sia u l'unità 
dell'ordine della c'fra m uim * cominciando dalla sinistra; sarà a<«, 
N^MO"- 1 », e quindi 

Esempio. — Noi sappiamo che il rapporto della circonferenza 
al diametro è eguale a 3,1415926... Se noi teniamo solamente le 
prime sei cifre, avremo il numero approssimato 3,14159, e Terrore 

relativo commesso sarà minore di aTO*— ggQQQg 

Se avessimo il numero 3141,5926...., e tenessimo il valore ap- 
prossimato 3141,59, Terrore relativo sarebbe ancora minore di 

300000 ' Nel *° esem P io l eirore assoluto a è minore di 0,00001, 

nel 2° Terrore assoluto è so'o minore di 0,01 , ma è maggiore 
di 0,001 ; dunque si vede che sebbene gli errori assoluti siano di 
mollo diversi, gli errori relatixi sono eguali nei limiti in cui ci 
teniamo. 

Talvolta la cifra k non è conosciuta immediatamente, e allora 
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osservando che, siccome k è almeno uguale ad 1, si ha 

• 1 < 1 
A-IO— 1=a 10— 1 

potremo dire che sarà sempre -y < m!ri • 

246. — Il reciproco del teorema precedente non è vero, cioè 
dalla diseguaglianza (1) non si può conchiudere che sia a<u. 
Infatti essendo N>*1Ò w - 1 .w, il 1° membro della (1 ) è una frazione 
il cui denominatore è maggiore del denominatore della frazione 
che forma il 2° membro, quindi la prima frazione può esser mi- 
nore della seconda, quando il numeratore a della 1* sia maggiore 
del numeratore 1 della 2\ Per spiegare questo con un esempio, 

11 14 
consideriamo la diseguaglianza "g-O^ • ^ ra 3" := 20» dunque sarà 

^<-i-. Dalla quale diseguaglianza si scorge che i due termini della 

prima frazione sono maggiori di due termini corrispondenti della 
seconda. Invece del teorema reciproco si ha il seguente: 
Teorema 2° — Se l'errore relativo d'un numero N, la cui prima 

cifra significativa è k, è minore di ^pj\ fQ W -i > l'errore asso- 
luto sarà minore d'una unità dell'ordine dell' m" ìm * cifra. 

Infatti chiamando a Terrore assoluto, noi abbiamo la disegua- 
glianza 

N < (k-M)lO'"- 1 (2) 

e siccome N <(/H-i).10'"-. 1 m, la diseguaglianza (2) non può aver 
luogo se non è anche a<w. Siccome poi k è al più eguale a 9, 

sarà in generale — ^ [ ^ > — . 

Quindi la conclusione del teorema sarà sempre verificata quando 

l'errore relativo sia minore di -rrr • 

10 m 

Da questo teorema non si può già conchiudere che le ut cifre 
siano tutte esatte. Per es., se si ha il numero N=398,2345, e noi 
prendiamo pel valore approssimato il numero 397,41, l'errore re- 
lativo è evidentemente minore di fifò= 4^q« = (^1 MO*- 1 ' dun " 

due l'errore assoluto è minore dell'unità della terza cifra , cioè è 
minore di 1 unità, sebbene la terza cifra non sia esalta. Ma tut- 
tavia noi non possiamo prendere 397 per valore approssimato di 
N, perchè l'errore assoluto sarebbe allora maggiore di 1 : ma 
se prendiamo 398, i due errori che si sommavano se si pren- 
deva 397, ora si sottraggono, e siccome l'uno di essi èie l'altro 
è minore di 1, la loro differenza sarà minore di 1, e quindi 398 
sarà il valore del numero a meno di 1. 
In generale possiamo quindi stabilire il seguente 
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Teorema 3° — Se l'errore relativo d'un numero approssimato 
per difetto è minore di j^- o di ^^yj^rr » k essendo la cifra 

delle più alte unità, si avrà un risultato approssimato a meno 
d'un' unità dell' m eiìm ' cifra, conservando solo le prime m cifre del 
numero, purché si aumenti d'un'unità l'm aiaa cifra. 

247. — - Veniamo ora a risolvere i due problemi del N. 244 
per ciascuna delle quattro operazioni dell'aritmetica. 

Addizione. — Siano a, b, c,... più numeri di cui si conoscono 
i valori approssimati a— a, b— J3, c—y,...; l'errore assoluto della 



somma sarà: 



a-H>-HH-. . . ~( a—x-\-b— fi-\-c—y-\-. . . )=a-+-J3-h7-K • . . 

Se i numeri a, b, c,... non sono tutti calcolati per difetto, l'er- 
rore assoluto della somma sarà minore di a-f-^-HH-..., cioè 
della somma degli errori assoluti dei numeri proposti; ma siccome 
in generale gli errori assoluti di a, 6, c,... non si conoscono ma 
si sa solamente che sono minori dei limiti rispettivi a, J3, y,....\ 
chiamando 5 l'errore assoluto della somma, avremo 

a+6-+-c-K .. — o> a— <x-H>— j3-R — y-K . . . , 

onde 5<a-hj3-+7-K..., siano le quantità a, ò, c,... calcolate per 
difetto, oppure per eccesso. Quindi 1' errore relativo sarà minore 

j il r • M-J&-HH-... 
della frazione — , , , , — • 

rt+o-hc-h... 

oc u y 

Sia p la maggiore delle frazioni — , — sarà (53) 

q-hfl-HH-.... 
a-f-M-c-K... p ' 

dunque abbiamo il seguente 

Teorema. — L'errore relativo d'una somma è minore del più 
grande degli mori relativi dei termini che lei compongono.. 

Quello limite è in generale troppo grande se i termini della 

somma sono calcolati con diversi gradi di approssimazione; per es.: 

se a=2,34, 6=0,07, essendo a e b calcolati ambidue a meno di 

0,01, l'errore assoluto della somma sarà evidentemente minore di 

0 02 1 
0,02, e quindi l'errore relativo sarà minore di^jf, cioè minore di 



mentre il teorema precedente ci dà solamente y per limite del- 
l'errore relativo. 

Se fra i numeri da sommarsi alcuni sono calcolati con una ap- 
prossimazione determinata e gli altri possono calcolarsi coll'appros- 
simazione che si vuole, è inutile il calcolare questi con un'ap- 
prossimazione maggiore di quella del numero meno approssimato 
dei primi. Per es., se a=4/,8^a meno di 0,1, ò=j/3", c=j/43, 
se prendiamo f/3=l,3220, j/ls=6,7082, la somma 56,2402 sa- 
rebDe calcolala con un errore assoluto minore di 0,1002, e quindi 
non sarebbero esatte che le cifre intiere, risultato eguale a quello 
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che avremmo trovato se avessimo calcolato ciascuna radice con 
una sola cifra decimale. 

248. — Affinchè l'errore assoluto della somma sia minore del- 
l'unità deirm""* cifra è necessario che 1' errore relativo corrispon- 
dente sia minore di ffi^yj q w -i * se conosce la prima cifra k 
della somma, e in generale bisogna che sia minore di j—^; dunque 

siccome quest'errore relativo è minore del più grande degli errori 

relativi dei termini della somma, risulta il seguente 

Teorema. — Affinchè la somma di più numeri abbia m cifre 

esalte, o almeno sia calcolata come un errore assoluto minore della 

unità della m e,,ma cifra, è necessario e basta che ciascun numero sia 

\ 

calcolalo con un errore relativo minore di j^, cioè con m-M cifre 

cominciando dalla cifra significativa delle sue più alte unità. 

Esempio. — Debbasi calcolare la somma j/3-r-)/w-hyWÌ a 
meno d'una unità della terza cifra. 

Siccome m=3 dovremo calcolare ciascuna radice con 4 cifre, 
quindi avremo f 3=1 ,733, f/iB=6,708, j/fii7=12,92, e quindi 
yr+Vft+-VWl=£i ,360. 

La somma 21,360 essendo calcolata solamente a meno dell'unità 
della terza cifra, cioè a meno di 0,1, le cifre 6 e 0 possono essere 
erronee, e quindi si trascurano, ma pel teorema 3° (246) si au- 
menta d'una unità la terza cifra, e perciò si prende per somma il 

numero 21,4. L'errore relativo commesso è minore di 

Se i termini della somma non sono dello stesso ordine di gran- 
dezza, il numero delle cifre da calcolare per ciascun termine se- 
condo la regola precedente può essere troppo elevato pei termini 
molto piccoli, secondo quello che si è detto al N. 247. 

Si debba, per es., calcolare con 7 cifre esatte la somma 

22222 2 2 2 

J + 81 + 1215 + 135D5 + Ì77Ì4? + 1 94861 7 + 20726 1 99 + 2 1 5233605* 

Siccome la somma non contiene intieri, noi dovressimo calcolare 
ciascun termine con 9 cifre cominciando dalla cifra significativa 
della più alta unità. Ora riduccndo le suddette frazioni in decimali 
dovremo calcolare la 2 a , 3 a , 4 a , 5*, 8 a frazione rispettivamente 
con 10, 11, 12, 13, 17 cifre, perchè sono zeri rispettivamente 
la prima cifra, le due prime cifre, le tre prime cifre, le otto 
prime cifre. In questo caso invece di seguire la regola precedente 
che assoggetta i termini ad uno stesso errore relativo, si procede 
col seguente metodo che assoggetta i termini ad uno stesso errore 
assoluto. 

Sia S la somma cercata, p il numero dei suoi termini, e sia a 
il limite che non deve superare l'errore assoluto di ciascun termine. 
L'errore assoluto della somma sarà minore di />a, e quindi l'errore 

relativo sarà minore di ™ ; ma affinchè S sia calcolato con m cifre 
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esatte bisogna che Terrore relativo sia minore di ; dunque 
questa condizione sarà verificata se è verificata la diseguaglianza 
^-<[jj^> dalla quale si ricava 

Siccome S è incognito gli si potrà sostituire nella (3) un numero 
inferiore, per es., il numero risultante dall'addizione delle più aite 
unità dei numeri proposti. 

Nell'esempio precedente p=8, tw=7, ed essendo S compreso 
fra 0,1 ed 1, potremo prendere S=0,1 e quindi dovremo pren- 
dere a <£-[(5S> * a q ua l e diseguaglianza sarà soddisfatta se si 
\ 

prende a <fjp-- Dunque dovremo calcolare ciascun termine con 
9 cifre decimali cominciando dalla virgola, ed avremo : 



•lUlltltlIlflIl 



§-=0, 
—=0,024691358 
~=0, 001 646090 

45^09=0,000130642 

2 



177147" 



=0,000011290 
^^7=0, 000001026 
^^^=0,000000096 



Ì42N330O8 



=0,000000009 



S=0,693I47I77 

8 1 
con un errore minore di -y^,cioè minore di Riducendo poi 

S alle sue 7 prime cifre, avremo giusta il teorema 3° (246), 

S=0, 693 1472 approssimato a meno di j^p. 

249. — Sottrazione. — Si voglia calcolare la differenza di due 
numeri M, N, dei quali non si conoscono che valori approssimati 
M— a, N — j3, e supponiamo M>N; se si vuole che l'errore sia per 
difetto converrà prendere a positivo e negativo , cioè converrò 
calcolare M per difetto, ed N per eccesso: quindi cangiando /3 in 
— j3, Terrore assoluto della differenza sarà 

M - N— [M—oc— (N+ i3)]=a-+- fi. 

Si ha dunque il seguente 
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Teorema. — L'errore assoluto della differenza di due numeri 
è minore del doppio del più grande degli errori assoluti dei due 
numeri. 

Affinchè Ten ore assoluto della differenza sia minore d'un'unità del 
m ethno ordine, oppure affinchè la differenza sia calcolala con m cifre 

A 

esatte, dovrà l'errore relativo della differenza essere minore di 

Ora se chiamiamo a Terrore assoluto che non devono superare quelli 
dei due numeri M ed N, Terrore relativo della differenza è minore 

2& 2oc \ M N 

di jjjZ^i» dunque dovremo avere j^}<j(p onde a <5^-Alla 

differenza M— N possiamo sostituire la differenza fra le cifre d'or- 
dine superiore diminuita di un'unità. 
Esempio. — Si voglia calcolare con 5 cifre esatte la differenza 

l/ìm—i/Tù. La prima cifra di f/I5u è 2, la cifra dello stesso or- 

3 10 

dine dij/424 è 0, dunque possiamo prendere a <^^ 5 , la qual con- 
dizione sarà verificata se si prende a =-^i. cioè se si calcolano 
le due radici con 5 cifre decimali. Ora 

|^S9=21,4-2428 per difetto, 
ym— 4,98664 per eccesso ; 

dunque 6,43764, 

e guindi la differenza domandata sarà 16,438. 

250. — Moltiplicazione. — Si voglia calcolare il prodotto ap- 
prossimato per difetto di due numeri M ed N, dei quali non si 
conoscono che i valori approssimati M— a,N — j3, essendo oc e J3 
quantità positive. L'errore assoluto del prodotto sarà 

MN-(M-a)(N-i?)=Mi3+Na— *J3, 
e quindi Terrore assoluto del prodotto sarà minore di Mj3-+-Na, 
e perciò Terrore relativo sarà minore di =|j- + |-i ab- 

biamo cioè il seguente 

Teorema 1° — L'errore relativo del prodotto di due (attori ap- 
prossimato per difetto è minore della somma degli errori relativi 
di due fattori. 

Possiamo dimostrare facilmente che la proposizione è vera qua- 
lunque sia il numero dei fattori, cioè che si ha in generale il se- 
guente 

Teorema 2° — L'errore relativo d'un prodotto d'un numero qua- 
lunaue di fattori appivssimati per difetto è minore della somma 
deqti errori relativi dei fattori. 

Ci basterà dimostrare che se il teorema è vero per il prodotto 
di n fattori, lo sarà anche per il prodotto di n-hl fattori. 

Siano M, N, P. Q, . . ., T gli n fattori su cui si siano commessi gli 
errori a, J3, y ì 5, , X; sia e Terrore relativo del prodotto, noi 

Leti 16 
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avremo per ipotesi c<^4-£-H p- -+-... -4- y* Se moltiplichiamo 

il prodotto per un fattore U calcolato per difetto con un errore 

l'errore relativo del prodotto risultante sarà minore di f-H^p e 

quindi a fortiori minore di ^ -4— — H— >p — I— , che è quello 

che si voleva dimostrare. Dunque il teorema essendo vero per 2 
fattori, lo sarà per 3, e quindi per 4,..., cioè sarà vero qualunque 
sia il numero dei fattori. 

Corollario. — L'errore relativo d'una potenza cTun numero è 
minore del prodotto dell'errore relativo di questo numero per il 
grado della potenza. 

Difatti supponiamo M=N=P=...=T e a=rj3=7=...=À, sarà 

MNP...T=M", e ^H-^4--p4-. --f-Y==n- -jjj, e quindi c<w.jj. 

Esempio. — Si debba calcolare il prodotto 1850,34x3,4567, in 

cui ciascun fattore è calcolato a meno di un'unità dell'ultima cifra; 

\ 

l'errore relativo di 1850,34 è minore di 7^, Terrore relativo di 
3,4567 è minore di ^\qa : dunque l'errore relativo del prodotto 
sarà minore della somma jir-+-j^Qi = ipj^p» cioè minore di j^. 

Dunque non si può contare che sulle quattro prime cifre del pro- 
dotto, cioè sugli intieri, e quindi il prodotto sarà calcolato a meno 
di 1 unità. Le sei cifre decimali che si avrebbero operando nel modo 
ordinario si possono quindi tralasciare senza aumentare Terrore. 

251. — Consideriamo ora la quistione inversa : cioè cerchiamo di 
determinare con quale approssimazione dobbiamo calcolare gli n 
fattori M, N, P,..., T, affinchè le m prime cifre del prodotto siam 
esatte, 0 affinchè almeno il prodotto sia calcolato a meno di una 
unità dell' m nìm * cifra. Se si conosce la cifra k delle più alte unità 

del prodotto, sarà necessario e sufficiente che sia e< ^^^ Qw _ 1 ; 

se k non si conosce, dovrà essere e<7n-. In entrambi i casi 

a 8 10 

^j- , • sono indeterminati; quindi noi possiamo sciegliere la 

via più semplice, che è quella di rendere tutti questi errori eguali, 
cioè di prendere 

a _ ? 7 X 1 1 ^ \ \ 

M-N^P^-T^'^-hDIO^' ° PpUrC <n 'W 

Questa formola determina il numero delle cifre che bisogna im- 
piegare per ciascun fattore. Difatti sia 7) il numero delle cifre esatte 
che deve avere il fattore M la cui prima cifra significativa è h ; 

« . ce 1 

noi abbiamo ^ < ^Q y> _ 1 . Dunque p sarà determinato da una delle 
due diseguaglianze 
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11 il 

MÓ^ r!< n(^-hl)10- 1 h~A¥ =I< n~lfr (<ì) ' 

Quindi se h > (fc-f-1 )n , la (2) sarà soddisfatta ponendo p=m ; 

Se h^.~^~, la (t) sarà soddisfatta ponendo p=ro-hl ; 

Se fc^ n, la (2) sarà soddisfatta ponendo p=m-M ; 
Se h ~<n<10, la (1) e la (2) saranno soddisfatte ponendo 
;)=wH-2. 

Esempio. — Si voglia calcolare con 5 cifre esatte il prodotto 

Abbiamo n=3, m=5, ^=3,141..., i/78=8,8...., ^2316=13,.... 
Dunque A potrà essere tutt'al più eguale a 4. 

Pel fattore ir abbiamo /t=n> n ^~t"^ , dunque basterà calcolare 

«■ con 6 cifre; pel fattore f/78 abbiamo A>n, dunque basterà 
calcolare f/% con 6 cifre; pel (attore yìMiò abbiamo h<n t dun- 
que dovremo calcolare f/25lb con 7 cifre; dunque i tre fattori da 
moltiplicarsi sono 3,14159x8,83176x13,60098. 

Ma se eseguiamo queste moltiplicazioni nel modo ordinario tro- 
viamo per prodotto un numero di 18 cifre delle quali 15 decimali, 
e quinai 13 di queste sono a trascurare. Quindi e bene conoscere 
un altro metodo di fare la moltiplicazione il quale conduca più 
brevemente al prodotto approssimato che vogliamo. 

252. Noi considereremo subito il caso concreto per mostrare 
praticamente in che consista la semplificazione introdotta dal nuovo 
metodo di moltiplicazione detta moltiplicazione abbreviata. 

Si voglia adunque calcolare il prodotto 50,76948x 32,98375 con 
4 cifre esatte, cioè esatto negli intieri. Dispongo il calcolo nel se- 
guente modo: 

5076948 Inverto l'ordine delle cifre del moltiplica- 
5738923 tore e scrivo la cifra 2 delle unità sotto la 
152307 c ^ ra ^ del moltiplicando che rappresenta 
10152 l'unità inferiore di due ordini a quella cui 
45(53 si vuole approssimato il prodotto, cioè nel 
400 caso nostro centesimi. Egli è chiaro che le 
45 cifre del moltiplicatore capovolto restano di- 
ri » - Man/ cv7 — sposte rispetto a quelle del moltiplicando 
Prodotto 1674,37 nel modo seguente: 

Moltiplicando, Decine, Unità, Decimi, Centesimi, Millesimi; 

Moltiplicatore, Decimillesimi, Millesim', Centesimi, Decimi, Unità, Decine; 

di guisa che il prodotto di ciascuna cifra dell'uno per la corrispon- 
dente dell' altro rappresenta centesimi. Ciò posto i prodotti parziali 
si ottengono nel seguente modo : 

Si moltiplica per ciascuna cifra del moltiplicatore il numero che 
risulta togliendo dal moltiplicando tutte le cifre situate a destra 
della cifra che si prende dal moltiplicatore. Allora è evidente che 
tutti i prodotti parziali rappresentano unità dello stesso ordine e 
quindi le prime cifre a destra si devono scrivere in una stessa co- 
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lonna. Le cifre 7 e b del moltiplicatore non avendo corrispondenti 
cifre al moltiplicando non dànno alcun prodotto parziale. La somma 
dei prodotti parziali 167437 rappresenta adunque centesimi e quindi 
il prodotto cercato sarà 1675. 

Si tratta di dimostrare che l'errore commesso o meglio la somma 
degli errori commessi è minore di un'unità. Nel primo prodotto 
parziale abbiamo tralasciato le cifre 48 che formano una frazione 
dell'unità dell'ordine della cifra 9, e quindi l'errore commesso sarà 
questa frazione moltiplicata per 3, e rappresenterà centesimi, dunque 
Terrore sarà minore di 0,01x3. Nello stesso modo si dimostra 
che nel secondo prodotto parziale si commise un errore minore di 
0,01x2,...., nel calcolo dei 5 prodotti parziali si è commesso un 
errore minore di 0,01 X(34-2-h9-+-8H-3). Quanto alle cifre 7 e 5 
esse formano una frazione dell'unità della cifra 3, quest'unità mol- 
tiplicata per il moltiplicando darebbe meno di 0,01 x6, dunque Ter- 
rore prodotto dall'aver trascurato le due cifre 7 e 5 sarà a fwtiori 
minore di 0,01 X(5-hl). Dunque Terrore totale del prodotto 1674,37 
sarà minore di 0,01 X(3-f-2-+-9H-8-|-3-t-5-hl)=0,31 (A), e questo 
errore è per difetto. Ora avendo preso per prodotto 1675 abbiamo 
commesso un errore per eccesso di 1 — 0,37=0,63, dunque Ter- 
rore commesso sarà 0,63—0,31=0,32 per eccesso, cioè minore 
d'un'unità, dunque 1675 è approssimato a meno di 1. 

Se si fosse preso per prodotto 1674 si sarebbe commesso un 
errore minore di 0,37-K),31=0,68, e quindi anche 1674 sarebbe 
stato approssimato a meno di 1, ma meno vicino al vero di 1675. 

È facile dimostrare che il secondo membro della (A) non può 
raggiungere Tunità, qualunque siano le cifre del moltiplicatore, 
purché il numero dei prodotti parziali non superi il 10. Infatti 
nel caso limite in cui si abbiano 10 prodotti parziali, e in cui le 
cifre del moltiplicatore siano tutte 9 e sia pure 9 la prima cifra 
del moltiplicando, Terrore commesso sarà 0,01 X (9.1 0-f-9-4-1)=l. 

Segue da ciò che nel caso limite aggiungendo 1 unità ai cen- 
tesimi tralasciati nel prodotto si avrà un errore minore di 2 unità; 
e siccome s'è aumentata di 1 l'ultima cifra del prodotto, Terrore 
finale sarà minore di 1 per difetto. 

Applichiamo ora questa moltiplicazione abbreviata al calcolo del 
prodotto 3,14159 X 8,83176X13,60098 con 5 cifre decimali, pro- 
dotto che abbiamo visto nel numero precedente essere eguale a 

3 

fiV% -^2516. Cominciamo a calcolare il prodotto dei due primi 
fattori. Siccome la prima cifra del prodotto è 2 ed il terzo fattore 
ora si considera come esatto, dovremo prendere il prodotto 
3,14459x8,83176 con 6 cifre esatte, e siccome abbiamo al pro- 
dotto due cifre intiere dovremo calcolarlo con 4 cifre decimali 
esatte. L'operazione si dispone nel modo seguente: 

Scriviamo il moltiplicatore rovesciato sotto il moltiplicando in 
modo che la cifra 8 delle unità del primo sia sotto Tunità decimale 
di 6° ordine del secondo, cioè sotto Tunità decimale inferiore di due 
ordini a quello della 4 a cifra decimale a cui si vuole approssimato il 
prodotto; aggiungiamo uno 0 alla destra del 9 per aver una cifra 
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che corrisponda alla l a cifra 8 del moltiplicatore, e quindi ese- 
guiamo l'operazione come nell'esempio precedente. o aaakqìì 

L'errore commesso è minore di 421ooó 

671388 

^1+7+6) = ^; 25132720 

poiché i due primi prodotti parziali sono esatti. Se 94245 

adunque prendiamo per prodotto 27,7457, commet- 3141 

. . 62H-17 79 . s 2198 

liamo un errore minore di ^q 6 — , cioè un i&j 

errore minore di 1777. 

27,745702 

Ora per calcolare il prodotto 27,7457x13,60098 con 5 cifre 
esatte osserviamo che il prodotto avrà 3 cifre intiere , e quindi 
dovrà essere calcolato a meno d'un'unità del 2° ordine decimale, 
e per conseguenza disponiamo l'operazione nel modo seguente: 

Abbiamo scritto il moltiplicatore rovesciato sotto il 977/^70 
moltiplicando in modo che la cifra 3 delle unità del primo qq!J&£1 
sia sotto l'unità di 4° ordine decimale del secondo. Sic- gSHS 
come i due primi prodotti parziali non sono erronei, 2774570 
l'errore del prodotto 377,3670 sarà minore di 832371 
F i 90 166470 

e quindi l'errore del prodotto 377,36 sarà minore di 377 3070 

23+70 _ 93 

3 

Dunaue il prodotto 7rj/78 i/$tm a meno d'un'unità della 5* cifra 
è 377 ? 37 per eccesso. 

Se il numero dei prodotti parziali superasse 10, allora si scri- 
verebbe il moltiplicatore rovesciato sotto il moltiplicando in modo 
che la cifra delle unità del primo fosse sotto la cifra del secondo 
di un ordine inferiore di 3 unità a quello dell'approssimazione cercata. 

253. — Divisione. — - Sia proposto di dividere il numero M per 
un altro numero N, non conoscendosi di questi numeri che valori 
approssimati, cioè il valore M — a approssimato per difetto del primo, 
e il valore N-Hj? approssimato per eccesso del secondo. L errore 
assoluto del quoziente approssimato per difetto sarà 

TT~T3^ = !PHffi e qumdl mmore dl "TP - ■ 

e perciò l'errore relativo sarà minore di 

Mgjjfc M Mjg-jj^g « J8 . 

N* ' N MN ~~ NT N 9 

abbiamo cioè il seguente 

Teorema. — L'errore relativo d'un quoziente approssimalo per 
difetto è minore della somma degli errori relativi dei suoi due 
termini. 
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Questo teorema non è che un corollario di quello dimostrato 

M 1 

per la moltiplicazione. Infatti -^=M.-^, quindi possiamo considerare 

il quoziente-^ come il prodotto di II per jj-, dunque pel teorema 

del N. 250 l'errore relativo di sarà minore della somma 

1 1 1 Q 

degli errori relativi di M--a e di j^— -g. Ora -jj— ^—g<^, quindi 

1 fi i & 

l'errore relativo di ^— ^ sarà minore di ^ :-^-=-^, e per con- 

M— oc 



seguenza l'errore relativo del quoziente sarà minore di 



M N" 

Se M<N, e se questi due termini sono calcolali a meno d'una 

1 1 

mezza unità, allora a<- sr , j3<-tt, e quindi Terrore assoluto 

M a * 1 \ M-hN 

della frazione sarà minore di y - -^ t - , e quindi a /t>r- 

2N 1 
tton minore di sni='jr« 

254. — Passiamo ora alla quistione inversa, e cerchiamo quante 
cifre dovremo impiegare di M ed N, perché il quoziente ^ sia ap- 
prossimato a meno d'un unità dell' m tiia * cifra. 

V errore relativo del quoziente dovrà essere minore di ^ , e 

solamente di , . , Am , , se si conosce la prima cifra significativa 

k del quoziente. Quindi la somma ^ -+--•- dev' essere minore di una 

delle predette frazioni. Gli errori relativi dei due termini sono indeter- 
minati, e quindi possiamo sceglierli eguali fra loro, e per conseguenza 

dovrà ciascuno essere minore di q-jQ^ oppure minore di %^^Q»-f 

Sia ora h la prima cifra significativa di uno dei termini del quo- 
ziente e p il numero delle cifre da impiegare per questo termine ; 
dovrà aver luogo una delle seguenti diseguaglianze : 

1 4 

11 <d 



M0^> = 2(Mh4).iO"- 1 ' 

Se /^2, la (3) è soddisfatta ponendo p— -l=m, ossia />=m-H; 
Se A <4, sarà 2(&-hl) ^10, e quindi la (4) è soddisfatta ponendo 
p=m-hl, qualunque sia h; 
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Se A> 4 e h=] , le (3) e (4) sono soddisfatte ponendo p=m-H2 ; 
Se 2(fc-H), la (4) sarà soddisfatta ponendo p—m. 

Esempio. — Calcolare con quattro cifre esatte il quoziente ^ . 

Noi abbiamo ^3=1/73..., 2tt=6,28..., dunque m=4, fc=2. Ora 
la prima cifra di j/3 è 1, dunque j/3 si deve calcolare con 5 
cifre; la prima cifra di 2*r è 6=2(/H-1)> dunque si dovrà calco- 
lare %t con 4 cine, perciò si prenderà j/3 =1,7320, 2tt=6,284; 

dividendo 1,7320 per 0,284 si trova per quoziente 0,2756 Si 

aumenterà di un' unità la quarta cifra 6 (numero 246, teorema 3°) 
e il quoziente cercato sarà 0,2757. 

255. — Divisione abbreviata. — Quando i due termini d' un 
quoziente hanno un gran numero di cifre si può trovare il quo- 
ziente con una data approssimazione con un metodo più breve del- 
l'ordinario, il quale permette di togliere molte cifre dai due termini 
e specialmente dal divisore. Noi mostreremo questo metodo con 
un esempio pratico. Sia proposto di calcolare il quoziente 

490627295,46 



147356,785 

con 5 cifre esatte. Siccome nel nostro caso fessi, w=5, e i due 
termini cominciano ambidue colla cifra 1, basteranno 7 cifre per 
ciascuno; quindi prendendo il dividendo per difetto ed il divisore 
per eccesso, e non tenendo conto per ora della virgola, le cifre 
del quoziente cercato saranno date dalle 5 prime cifre del quoziente 
1906^72 

1 473568 ' ^'operazione si eseguisce nel seguente modo: 

Si cercano nel modo ordinario le prime due cifre 12 del quoziente, 

i le altre tre cifre che si debbono trovare sono 

1473568 , . . , 1379904 



1906272 

4327040 129364 te tre prime del quoziente ^ISb^S ' ^ er 

^53691 ottenere queste tre cifre basterebbe tenere 

' g^g^ quattro sole cifre ai due termini di questa 

frazione, perchè il dividendo si considera come 
esatto e perchè la prima di queste cifre del 
quoziente è 9>4. Ma affinchè gli errori che vanno accumulandosi 
nel corso del calcolo non alterino la quinta cifra del quoziente, 
sopprimiamo solamente l'ultima cifra 8 del divisore, aumentando però 
d'un'unità la penultima cifra 6 alla quale perciò si sostituisce il 7 
che le si scrive di sopra. L'errore commesso sarà minore di 0,01 
dell'unità della quinta cifra. La divisione di 1379904 per 147357 
dà il quoziente 9 ed il resto 53691. Ragionando nello stesso modo 
si dimostra che togliendo dal divisore il 7 e cangiando il 5 in 6 sì 
commette un altro errore minore di 0,01 dell'unità della quinta cifra. 
Le cinque cifre cosi ottenute al quoziente formano il numero 

639 

12936, e si trascura la frazione complementare dopo avere 

visto che essa darebbe 4 per la sesta cifra del quoziente; dunque 
il quoziente è 1,2936. 
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Per dimostrare che questo quoziente è approssimato a meno del- 
l'unità della sua 5* cifra riepiloghiamo il calcolo fatto. Chiamiamo 
u l'unità della quinta cifra; noi abbiamo 

a 1379904 d «"°j a 1379904< eo, " iB " . u 

^^imm^^ a< 100 ; 



Q = 1 ,293 + -t-«-t-«'=1 ,293+ Jgf +«+«'+«"; «" ^ 
639 

0 = 1 ,2936+ ^ -Hx+a'+a". 
639 

Ma J474<0»^» dunque Terrore totale commesso sarà minore di 

« 

3u 5u_53u 
100 10 100 <M * 

Aumentando quindi l'ultima cifra del quoziente ottenuto d'un'unità 
(246, teor. 3°), e tenendo conto delle virgole che sono nella fra- 
zione data, avremo il numero 1293,1 pel valore del quoziente a 
meno di 1 decimo. 

Questa regola si può applicare finché il numero delle cifre del 
quoziente è minore di 12, poiché si avrà per il limite superiore 
10u 9u 

dell'errore ìtqq "+*";[() =M ' Q uan(l0 numero delle c ^ fre d a calco- 
larsi nel quoziente supera il 12, allora si trovano le tre prime cifre 
nel modo ordinario e le altre col metodo abbreviato. 

256. — Estrazione di una radice. — Teorema. — L'errore rela- 
tivodella radice m- d'un numero a calcolato per difetto è minore 

di — dell'errore relativo del numero. 
m 

Sia a— a il valore approssimato di a che, abbiamo; sviluppiamo 



Va— a in serie colla formola Newtoniana (v. num. 82), avremo: 

=^[<4T-l(i--)é4(Ì-')(i- 8 )iÌ + l 

ossia 

Ima m\m Ha' 
1 termini compresi tra le parentesi quadre sono tutti positivi, e 
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decrescenti. Infatti siano T«-i, T* i termini (n~\) aiMy > ed n uimo di 
questa serie, sarà: 

1T3 (n— 1) a— 1 

T jg--) 

" — "•" 1.2 (n— l)n a« 



Quindi -Ji-=-- 



Ora — -hi è evidentemente minore di n, dunque 1 ène- 

m a w 

gativo e in .valore assoluto minore di 1. Daltronde — è minore di 1, 

T. a 



dunque m^-Cl cioè T„<T„_i, e questi due termini hanno lo stesso 

segno, dunque, siccome il primo termine è positivo, saranno 

tutti positivi e decrescenti. 

Ma noi abbiamo ancora, falla astrazione dal segno, ^<^; 

dunque la quantità compresa fra le parentesi quadre è minore 
della somma 

1 a 1 a« 1 a 3 4/ « a» a 5 \ 

a 

cioè (v. 199) è minore della quantità — — 

1 — — 

dunque sarà 1— - — ....]> 1 r~ — v» e quindi 

|_tn a J w(a — a; 



^a-«>;*a(^- j ^ =5r) ). donde y^ V ^<-±—' V ' a . 
Il primo membro di questa diseguaglianza è l'errore assoluto 

della radice, dunque l'errore relativo «= - sarà minore 

Va 

et oc 

di ^ q _ a ) > e quindi a fortiori sarà — , che è quanto do- 
vevasi dimostrare. 

Scolio. — Questo teorema non è che un corollario di quello 
del teorema 2° del num. 250. 

Applichiamo questo teorema alla ricerca dell'approssimazione 
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che si può ottenere estraendo la radice quadrata dal numero 
47,52 esalto nei centesimi. 

a 1 

Noi abbiamo a<0,01, e quindi ~<4<Jqq> e P er conseguenza 

£<^rrr, poiché nel nostro caso m=2. 

V il 52 

L'errore assoluto della radice sarà minore di Q ' , cioè minore 

iy | oUUU 

di gQ^iQ, c *oè un po' minore di ^qqq* dunque nell'estrazione della 

radice è affatto inutile il cercare altre cifre oltre quelle dei millesimi, 
perchè potrebbero essere false per molte unità. 

257. — Chiuderemo questo capitolo con alcune regole per l'estra- 
zione approssimala d'una radice qualunque, e specialmente della 
radice quadrata e della radice cubica aun numero, e anzitutto 
dimostreremo il seguente 

Teorema. — Se la radice m M,ma d'un numero intiero N non e un 
numero intiero, sarà un numero irrazionale. 

m 

Infatti supponiamo che j/n sia un numero commensurabile, questo 

dovrà essere un numero frazionario -~ , e noi possiamo supporre 

ouesta frazione irreduttibile, cioè che a e b siano primi tra loro. 

Ciò posto eleviamo alla potenza m w "" a i due membri dell'egua- 

s a a tn 
glianza (1) f/N"=y, avremo (2) N=^-. Ma essendo a primo 

con b } sarà a- primo con b m , e quindi la frazione -r^- è irredut- 
tibile, e per conseguenza non può essere eguale al numero intiero N; 
dunque l'eguaglianza (2) è impossibile e quindi è anche impossibile 
l'eguaglianza (1). Dunque la radice m ttima di N non può essere un 
numero intiero nè un numero frazionario, dunque sarà un numero 
incommensurabile che non si potrà ottenere che approssimato. 
Quest'approssimazione però può essere grande quanto si vuole, e 
oggetto dei seguenti paragrafi è appunto di dare le regole per tro- 
vare la radice con quell'approssimazione che si desidera. Noi con- 
sidereremo diversi casi. 

258. — i" Trovare a meno di - la radice m Miroa d'un numera 

v p 
intiero N. ■ * 

Noi abbiamo j/N = y = — 'j- . Quindi se moltiplichiamo 

N per p m ed estragghiamo la radice m" ima dal prodotto esatta negli 
intieri, cioè con un errore minore di 1, e quindi dividiamo la radice 

trovata per p, l'errore commesso sarà minore di — . 

3 P 

Se m—% sarà yW (* meno di L^ — ÌLJL. 



Se m=S, sarà (a meno di ^—t^L. 



3M 

1 1 

Se p è una potenza di 10, cioè se — = per moltiplicare 

N per non abbiamo die da aggiungere alla destra di N tanti 
gruppi di n zeri quante sono le unità di m; quindi se vogliamo 

1 1 

estrarre la radice cubica di 45 a meno di = , avremo 

J/45 — K45000000000 = ^ = 3,556. 

\ 

259. — 2° Calcolare a meno di -r- radice m t5inu de//a /ra- 
a b 
none Y' 



Abbia™ ^=i/^r=^. 

Quindi moltiplichiamo il numeratore per la potenza (m— 1 )**"■• 
del denominatore, ed estragghiamo la radice m e,ima dal prodotto 
esatta negli intieri, cioè con un errore minore di 1: dividiamo 
quindi la radice trovata pel denominatore 6, e commetteremo così 

un errore minore di -g-. _ 

Se m=2, sarà j/~ (a meno di \ 



Se m=3, sarà }/| (a meno di 4 )= 



a 



VaV 



A 

260. — 3° Estrarre a meno di la radice m" ,,Da d'una fra- 

a 10 

none ~r . 

Riduciamo la frazione -r- in decimali conni» cifre decimali esatte; 
a b 

se la frazione -r è riducibile in frazione decimale finita con un nu- 
0 

mero di cifro decimali minore di m», sostituiamo degli zeri alle 
cifre che mancano per completare questo numero; avremo allora 



v b - no»«— io* 



Dunque estragghiamo la radice m etima esatta negli intieri del numero 
N, e quindi separiamo con una virgola nella radice trovata, comin- 
ciando da destra, tante cifre quante unità sono in n. 
Per es., si debba estrarre la radice quadrata da V 7 a meno 

11 5 
di y^=YQ- r Abbiamo -y =0,71 4285..., quindi 

J/7T4285 845 



r?= 



t=4w'-to =0 ' 845 - 
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\ 

Si voglia ancora estrarre la radice cubica da 3 / 8 a meno di 
Abbiamo -|=0,375000000, quindi 

,/T ^575iKx5pro 721 « 7Q . 
r y- — Toóo -iMr^ m ' 

261. — 4° Calcolare la radice m tt, ~ di una frazione a meno 
Noi abbiamo trovato 

quindi sarà |/^ = L^p^T ( a ) 

Ora bisogna distinguere due casi : 
Se p è multiplo di 6, possiamo pone p=£n, donde si ricava 

-p il qual valore sostituito nella (a) ci dà j/j, a men0 di 

1 1 

i—, cioè a meno di — . 
òn' p 

Se p non è multiplo di 6, sia g il numero immediatamente su- 
periore ape multiplo di b, poniamo q=bn } onde w=-^-. Sosti- 
tuendo questo numero nel secondo membro della (oc) si ha "j/^ 
calcolato a meno di — e quindi a forliori a meno di --. 

Se m=% la (a) diventa ^ *=£g£ ' (J3) 

3 _ 3 

Se m=3, la (a) diventa ]/ a J-^. « 

Esempio t° — Si debba calcolare V*T Ò a meno di 1/275- Sarà 
275 - . (Q\ |/T ^3.5.55' _213 

n ~T* ' e qumdl la w d ^T^Br^W 

3 

/ir 1 

Esempio 2° — Calcolare meno di -jg ; ?=50 , quindi 

s • 

a meno di ^ ; quindi la cifra 4 dei centesimi può essere erronea, 
però Terrore sarà sempre minore di jg. 



r -5 -—50 t-o ' 
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CAPITOLO XXXII. 

ANALISI INDETERMINATA DI 2° GRADO. 



262. — La ricerca delle radici intiere ed anche solamente ra- 
zionali d'un sistema di n equazioni di grado superiore ali 0 ad tH-m 
incognite è una delle più difficili imprese della matematica, e ciò 
è tanto vero che questa parte della scienza ha fatto finora pochis- 
simi progressi. Quindi noi ci limiteremo a studiare una sola equa- 
zione di 2° grado a due incognite, e ci proporremo di trovare tutti i 
numeri razionali che sostituiti in luogo delle incognite nell'equa- 
zione rendono questa un'identità. 

La forma generale delle equazioni di 2° grado a due incognite è 
la seguente: 

aa*+bnj+w*+dx+ey+fz=0, (1) 

in cui i coefficienti a, b t c, d, e, f, si suppongono intieri. Risol- 
vendola rispetto ad x otteniamo 

cioè 

JS= te£~ (^^)±^(6 , -4oc)f/'-h2(M--2rtc)2/H-(i'--4a/-l; 
e ponendo 

by -\-d=m ì 6'— /wc=n, M— 2ae=p, d'— kaf=zq, 

sarà 

I 

Affinchè x sia razionale è necessario che ny'-hVpy+q sia un 
quadrato perfetto, e quindi dovrà essere nif-+- ( ìvy-\-q=t' t , (3) 
e allora sarà 

Risolviamo la (3) rispetto ad y, otterremo 

y=^l-V±Vf+n{?-q)l (5) 

e affinchè y sia razionale dovrà essere p*-hnt*—nq un quadrato 
perfetto, cioè dovrà essere pM-n/*— n</=/J , (6) 
e allora sarà 



Digitized by Google 



254 

Poniamo p*—nq=r, la (6) diventa t\=zr+nt*. (8) 
Se noi sapessimo risolvere in numeri razionali quest'equazione 

il problema sarebbe risolto ; la (7) darebbe due valori per y e la 

(4) darebbe per x i due valori corrispondenti 

e quindi si avrebbero due sistemi di valori razionali di x e di y 
che soddisfanno alla (1). 

263. — È facile dimostrare che se la (8) è soddisfatta dai va- 
lori razionali <=a, J,=J3, essa lo sarà per infiniti altri valori, co- 
sicché i valori (7) e (9) di x e y comprendono infiniti sistemi di 
radici razionali della equazione (1). Diratti in tal caso la (8) diventa 
P'^+nx*, e sottraendo questa eguaglianza membro a membro 
dalla (8) otterremo t\— i3*=»(r— a'), ossia 

f«=n(<'-a«>-W3«. (10) 
Ora facciamo t t =(toi— ):~hj?: (11) 

elevando i due membri di quest'eguaglianza al quadrato abbiamo 
— a^zM-^M-S/fy — a)z ; sostituendo questo valore nella (10) 
questa diventa z"(/— a)*H-2j3(< — a)z=n((*— a 1 ), ossia 

((— a)zM-2jfc=n(H-a), 

ossia ancora t(z 9 — w)=na— 2j?i-Hx2 t , onde si ricava 

a:*— 2j3:-Hia 



z*— n 



(12) 



Questa formola ci dà infiniti valori razionali di / corrispondenti a 
valori razionali arbitrari di z, e questi valori di t uniti ai corri- 
spondenti di /, ricavati dalla (11) soddisfanno alla (8), e quindi si 
possono sostituire nelle (7) e (9) formando così un'infinità di so- 
luzioni razionali della (1). 

264. — La ricerca però dei valori di a e fi è in generale dif- 
ficilissima, e oltremodo complicati sono i calcoli che bisogna effet- 
tuare, il che ci porterebbe fuori dei limiti di questi complementi. 
Noi ci contenteremo di considerare alcuni casi particolari nei quali 
si trovano facilmente i valori di a e fi: 

1° Se n è il quadrato d'un numero razionale v, poniamo 
/,=>/-+-$, e allora la (8) diventa (vt-t-s) 9 =r+nt\ ossia %svt-+**=i\ 



r — s* , . , r — s* 



dalla quale si ricava J=-^— -; dunque possiamo prendere a=-^ 

j3=va-H; e dando ad $ tutti i valori razionali che vogliamo, tro- 
veremo per x ed y quanti sistemi si desiderano di valori razionali 
che soddisfanno alla (1). 

2° Se r è il quadralo d'un numero razionale f, poniamo 
?H-p, e la (8) diventerà ($t+?y=zr+nt', ossia sV+tyst^zmt'; 

e dividendo per /, s*M-2fs=n/, dalla quale si ricava t= 

dunque possiamo porre a==-^- f , ; e dando ad s un va- 
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lore qualunque razionale troviamo un sistema di valori razionali 
di x e y. 

3° Se r+-nt* si può decomporre in due fattori di primo grado 
*H-u, v,f-hu„ poniamo f,=s(»H-H), la (8) diverrà 

ossia 5 8 (v<H-H)=v^-hu l , dalla quale si ricava t= ^- , e quindi 

possiamo porre a=- ? ^--, £=s [v^— -MiJ =s -^^p 

265. — Esempio i° — Trovare due numeri tali che la somma 
dei loro quadrati sia eguale al quadrato d'un numero dato. 

Siano x e y i due numeri domandati, a il numero dato, avremo 
a risolvere l'equazione aiM-f^zza 1 , la quale è identica alla (8) in 
cui si faccia r=a», n=— 1. Siccome r è un quadralo possiamo 
porre, conforme al secondo caso del numero precedente, y=sx—a, 
e allora l'equazione proposta diventa 2sox=0, e dividendo 

2sa 

per x si ottiene (1-f-s , )#=2sa, onde x=^-^, e quindi 

Facendo in queste formole successivamente 
S—% 3, 4, 5, troviamo le seguenti serie di valori 

4 6 8 [0 razionali di x e ?/: 

a, 10 (T, jya, gg-a, 

3 8 45 U 
t/— -g-a, ^a, -p^a, ^a, .... 

Se sostituiamo 
Iroviamo la relazione 
identità: dunque 
il seguente 

Problema. — Trovare due numeri razionali o intieri x e y tali 
che la somma dei loro quadrati sia eguale al quadrato d'un nu- 
mero razionale o intiero. 

Infatti se si prende s razionale od intiero, x ed y saranno anche 
rispettivamente razionali o intieri. 

Questi stessi valori dànno ancora il rapporto che deve esistere fra 
i tre lati d'un triangolo rettangolo perche essi siano commensura- 
bili, ossia perchè le loro lunghezze si possano misurare in numeri 
intieri o frazionari. Difatti x=Ss, y=s* — 1 rappresentano i due cateti 
d'un triangolo rettangolo di cui s*-+-1 rappresenta l'ipotenusa. 

266. — Esempio 2° — Trovare due numeri x ed y tali che la diffe- 
renza dei loro quadrati sia eguale al quadrato d'un numero dato a. 

Dovremo risolvere l'equazione y* — s*=a*, dalla quale si ricava 
y*z=a'-+-x*, cioè la (8) in cui si faccia r=a',n =1, e quindi siamo 
ancora nel secondo caso del num. 264 e potremo porre y=sx—a f 
cioè y'rzs*^— %sax+a* , e allora l'equazione proposta diventa 

.r'($'— l)=2^ax, onde a;=-p — p e quindi V—jt — \~ a=ia i* — ]' 
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Dando ad S i valori 2, 3, 4, 5,..., 
troveremo i seguenti sistemi di valori razionali di x e di y: 

, . 4 6 8 10 

valori di x: -g-a, ^-a , ^a, z^fl 

.... 5 10 17 26 
valori di ?/: -^-a, -^a, |^a, ^a,.... 

valori trovati di 
è una 
seguente 

Problema. Trovare due numeri intieri o frazionari xerf y 
tali, che la differenza dei loro quadrati sia il quadrato d'un nu- 
mero rispettivamente intiero o frazionario. 

Difalti se noi diamo ad s un valore intiero o frazionario, ar, y, 
y* — x* saranno pure rispettivamente intieri o frazionari. 

I valori trovati di # e di y rappresentano il cateto e l'ipotenusa 
d'un triangolo rettangolo di cui l'altro cateto è s 9 — i, dunque fra 

3uesti tre lati esiste la stessa relazione che abbiamo trovato nella 
iscussione del problema precedente. 

Se a è impari, questo problema ammette una soluzione intiera 
facilissima a trovare. 

a*— 1 a'-M 
Poniamo a*— 2a-H , sarà a— e quindi a+1=— ^— ■ 



Ora 



dunque #=a, w=a-f-1 soddisfanno al problema. 
Per es., se l equazione è y* — x*=625, abbiamo subito 

267. — Se alcuni dei coefficienti dell'equazione (1 ) sono nulli od 
eguali ad 1, si può talora trovare facilmente la soluzione razionale 
e qualche volta anche la soluzione intiera dell'equazione. Anche qui 
noi considereremo solamente alcuni casi dei più semplici. 

1° Se nella (1) si ha 6=0, c=0, cioè se la (1) è della forma 
py^zm-Hix-ì-qx*, in cui p si può considerare come un numero 

positivo, noi otteniamo subito y=5t— — 3— , e quindi qualunque 

valore razionale si dia ad x y si avrà anche per y un valore razio- 
nale, e se un valore intiero a di x rende y intiero, tutti i numeri 
intieri della forma «H-pj3 sostituiti in luogo di x nella formola 
precedente daranno per y un valore intiero. Infatti si avrà 



ossia 



\ 

y=y[m-hna-f-pwj3-H/a , -4-p(7Pj3 , -h2gaj3)], 

» 
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e quindi un valore intiero, poiché siccome per ipotesi il valore 
x=a rende y intiero, la quantità m-\-nx-T-qot. 9 è multipla di p. 
Si può sempre trovare un valore intiero di j? che renda a-hpj3 

compreso fra ^ e — -|-, cioè che soddisfaccia ad un tempo alle due 

diseguaglianze «-hp]3> — a+p£<-|-. 

Infatti dalla prima ricaviamo - (J^ -h e dalla seconda 

J3<-^- — *. Se a è compreso fra e -5- queste due disegua- 

SE p ù li 

glianze sono soddisfatte prendendo j?=0, il che era evidente a priori. 
Se a è compreso fra np e (n-M)jp, ma più vicino a np che a 
(n-f-1)p (essendo n un numero intiero), prendendo j3= — n le due 
diseguaglianze suddette sarebbero soddisfatte: giacché possiamo 

1 OC 

porre a=(n-+-*)p, essendo *<q-, e quindi — =n-h*, 

p 

^ + ^=^H-*+A>n, e perciò i 

e perciò j?==— n<-i- — 4j • 

Se a è compreso fra np e (n-|-1)p, ma più vicino ad (n-M)p 
che a np, le diseguaglianze suddette sono soddisfatte ponendo 
j3= — (n-H). Infatti possiamo porre a=(n-M)/)— Ap, essendo 

l l OC t 



/J=-<»+1)>-(1-+±). 

Abbiamo poi —(4" — -^=^-+-1— ^-h^<w-l-1 , 



t ce 

e quindi £=— (n-hl)<-^ — In modo analogo si dimostre- 
rebbe che se £ è negativo si può sempre trovare in valore intiero 
di fì che soddisfaccia alla condizione che a-hj3p sia compresa fra 

~~ \ e T ' ^ unc I ue se nessun valore intiero di x compreso fra 

""T e 8 so ^°^ s ^ a all'equazione py=m-Hix-4-^V quest'equazione 

non ammette alcuna soluzione intiera. 
Se p è un numero primo che non divide m si ha il seguente 
Teorema. — L equazione pyr^m-^-nx-H^x* non può ammettere 
più di due soluzioni intiere per valori di x compresi fra 0 e p. 

Sia a una di queste soluzioni e sia J3 il valore corrispondente in- 
tiero di y: si avrà l'eguaglianza p >3— nH-fia-Hf»* , e quindi 

/Ky — J3)=n(a; -oc)-h<7(x* — oc*), 
Levi 47 
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cioè p(y-p)=(x-x)(n+qx+qx), donde y-fc= ^"-HH^ 

Ora qualunque altro valore intiero si dia ad r compreso fra 0 e p 
la quantità x— ce non sarà mai divisibile per p, perchè x ed a sono 
minori di p, dunque y— j? non può essere intiero a meno che sia 
divisibile per p il fattore n-Hp-H/*. Poniamo questo fattore eguale 
pj/j. L'equazione n+qr-hqy.=py t non può ammettere che un solo 
valore intiero di x compreso Ira 0 e p, perchè i valori di x for- 
mano una progressione aritmetica di ragione p (HO), dunque l'e- 

Suazione proposta non può ammettere per soluzioni intiere più di 
ue valori di x compresi fra 0 e p. 

268. — 2° Se c—0 y allora risolvendo l'equazione (1) rispetto 
, . . f+dx+ax* 

Poniamo f-\-dx+ax t =p, e+bx=q, ed eliminiamo x fra queste 

due equazioni ; dalla 2' ricaviamo s=-|- — j* # il qual valore di x 

sostituito nella Y produce l'equazione 

fl d t ed a f , ae* 

onde facendo sparire i denominatori e ponendo db — 2a€ = M, 
b 9 f-hbed-hae*=:N, si avrà ag*H-M^H-N=6 { /). 

Ma If^Jp donde p=qy: quindi avremo l'equazione 

aq'-Hìq+N^b'qy. 

Ora questa equazione non può ammettere alcun valore in- 
tiero di y a meno che sia N multiplo di q. Ciò ammesso siano 
a, 7, 5,... i fattori di N; poniamo successivamente q=<* f 
<j=7,...., l'equazione e-+-bx=q potrà sostituirsi dalle seguenti: 
H-6x=a, e-H)x=fi, e-\-bxz=y\.... t dalle quali ricaviamo 1 valori 

corrispondenti di x } z=^~; x=^^- 1 x=~^ 1 Sostituendo 

questi valori nell'equazione f-\-dx-\-ax*=zp troveremo i valori cor- 
rispondenti /)=<*,, p=fi if p=7„....; e quindi i valori corrispon- 
denti di y, y=— , V=^, y=— Se fra questi valori ve ne sarà 

a p 7 

alcuno intiero, esso e il valore corrispondente di x formeranno 
una soluzione intiera dell'equazione proposta. 
Esempio. — Si abbia a risolvere in numeri intieri l'equazione 

2z«— 3xy+4x— y+1 0=0. 

Da essa si ricava y=" § x +.\ — ■ Poniam o p=2j , -f-4r- r -10 , 
7=3x4-1, onde r=t^, 2/=~-, quindi avremo 

dando 9p=2<j'-h2 -4^-+-l 2g— 12+-90, ossia 9p=2^+87-4-80. 
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1 divisori di 80 sono: 1, 2, 4, 5, 8, 10, 16 , 20 , 40 , 80, 
—1 , -2,-4, -5,-8,-1 0,-20, -40-80. 

Ora l'equazione x=t^ f ammette valori intieri di x pei valori 

-7=1, 4, 10, 16, 40, -2, -5, -8, -20, -80, 

a cui corrispondono i valori 

x= 0, 1, 3, 5, 13, -1, —2, -3, —7, —27, 
p=10, 16, 40, 80, 400, 8, 10, 16, 80, 1360, 
y=\0, 4, 4, 5, 10, -4, -2, -2, -4, —17. 

269. — Applichiamo questo procedimento a risolvere i seguenti 
due problemi. 

Problema 1° — Trovare due numeri la cui somma aggiunta al 
loro prodotto dia per risultato 71. 
Siano x> y, i due numeri; dovremo risolvere l'equazione 

x-\-y-\-xy—T\ . 

n 71— z 72—1—2 72 , 

Da essa ricaviamo y~ — - r = —. — =— — r— 1. 

9 0-H #-H 0-M 

Dunque #-hl dev'essere un divisore di 72. Ora i divisori di 72 

sono 

l, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 18, 24, 36, 72,-1, -2, -3, -4, 
-6, -8, -9, -12, -18, -24, -36, -72, 

a cui corrispondono i valori 

*=0, I, 2, 3, 5, 7, 8, 11, 17, 23, 35, 71, -2, -3, -4, -5, 
-7, -9, -10, -13, -19, -25, -37, -73; 

y=71, 35, 23, 17, 11, 8, 7, 5, 3, 2, 1, 0, -73, -37, —25, 
—19, -13, -10, -9, -7, -5, -4, -3, -2. 

Problema 2° — Trovare i lati d'un rettangolo del quale il pe- 
rimetro e Varea sono espressi dagli stessi numeri. 
Siano x ed y i due lati, dovremo risolvere l'equazione 2(x-ht/)=a*/, 

2# 

dalla quale ricaviamo y=z^-Q. Poniamo x—^z=zq } 2#n:j}; eli- 
minando x fra queste due equazioni abbiamo la relazione 2(^-+-2)=p, 
cioè 2g-h4=o;y , e quindi y=2-+- — 
Ora i fattori di 4 sono 

1, ~, -f-, 1, ^, 

a cui corrispondono i valori di x=fl-+-2 

3,^4, 6, 1, 0, -2, 

e i valori di y=2n 

6%, 3, -2, 0, 1; 

dunque le soluzioni intiere del problema sono solamente tre di- 
stinte, cioè x=3, |/=6; *=4, y=4 ; 2=0, y=0. L'ultima era 
evidente a priori. 

FINE 
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